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Breve introducion a funciéon zeta de Riemann e posterior apli-
cacion na demostracion do Teorema do Ntumero Primo

Recomendacions
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ballo isto tense presente
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Resumo

No presente traballo preténdese dar unha introduciéon & funciéon zeta de Riemann e aplicar
os resultados obtidos sobre a mesma 4 demostracién do teorema do ntmero primo.

Comezamos introducindo o concepto de produtos infinitos e demostrando os teoremas de
factorizacion de Weierstrass e de Hadamard. A continuaciéon faremos un estudo da funcion
gamma de Euler, incluindo a siia representacion integral e a formula de Stirling. Feito isto,
estariamos en condicions de abordar a funciéon zeta de Riemann.

Damos a siia definicion como suma dunha serie no semiplano & dereita do punto 1 e
probamos a formula de Euler sobre a sta descomposicion nun produto infinito segundo os
ntmeros primos. A continuacion prolongase analiticamente a todo o plano complexo a excep-
cion do punto 1 e obtense a ecuacion funcional. Culminamos o capitulo probando, coa axuda
do teorema de factorizacion de Hadamard, o teorema De la Vallée-Poussin, que delimita unha
rexiéon do plano na que a funciéon zeta non ten de ceros.

Dito teorema é un dos dous ingredientes fundamentais da demostracion que aqui se da do
teorema do niimero primo. O outro ingrediente é a chamada férmula explicita da funcién de
Chebyshev, a cal da unha representacion desta tltima en termos dos ceros da funciéon zeta.

Abstract

In this work we try to introduce the Riemann Zeta-function and apply the results obtai-
ned on the same to demonstrate the prime number theorem .

First of all we start introducing the concepts of infinite products and we demonstrate
factorization theorems of Weierstrass and Hadamard. Then we study of the Euler’s gamma
function, including its integral representation and the Stirling’s formula too. Achieved this,
we are in optimal conditions to get to know Riemann zeta-function.

We give its definition as a sum of a series in half-plane to the right of point 1 and we
demonstrate Euler’s formula on its decomposition into a product according to the infinite
primes. Next, analytically it extends to the whole complex plane with the exception of point
1 and obtained its functional equation. The chapter culminates demonstrating, helping us the
factorization theorem of Hadamard, theorem De la Vallée-Poussin, which delimits a region
of the plane where the zeta function is free of zeros.
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Introducién

Para un ntmero real z > 0 denotemos por 7(z) & cantidade de niimeros primos que non

exceden z, isto é:
m(x) = Z L.

p<z

O teorema do nimero primo é un resultado sobre o comportamento asintotico de m(x).

Concretamente afirma que:

m(x)

lim =1.

z—oo z/Inz

Conxecturado por Gauss e Legendre a finais do século XVIII, non foi ata 1896 cando

Hadamard e De la Vallée-Poussin ofreceron, de forma independente, a primeira demostracion.

Na actualidade conécense demostracions mais cortas e tamén mais elementais ca que aqui

amosamos, entre elas a de Paul Erdos e Atle Selberg ofrecida en 1949, que non se usa a teoria

de funciéns complexas. A cambio o resultado que probamos é mais forte que o teorema do
nimero primos tal e como o anunciamos. Concretamente chegamos 6 seguinte resultado:

m(x) = Li(z) + O (meﬁ) ,

onde ¢ > 0 é unha constante e
* du
o Inu’

Li(z) =

2

O camino preciso que seguimos é o amosado polo autor Anatolij A.Karatsuba nos pri-
meiros capitulos do seu libro “Basic Analytic Number Theory” (segunda edicion, Moscow
1983). Debido 6 feito de que as demostracions deste libro estdn comprimidas 6 méximo,
foinos necesario consultar diversas obras, todas indicadas na bibliografia.

Nos dous primeiros capitulos damos resultados da teoria de funcions de variable complexa
que seran necesarios no estudo posterior da funcién zeta de Riemann.

Os do capitulo 1: sucesion de funcions holomorfas converxendo uniformemente sobre con-
xuntos compactos e funciéons holomorfas definidas por integrais infinitas, estan 6 nivel dos
conecementos adquiridos na materia de Variable Complexa de cuarto curso impartida nesta
facultade.

Os do capitulo 2: produtos infinitos e teoremas de factorizacion de Weierstrass e de Ha-
damard, son un pouco mais elevados, e seran precisos para establecer unha relacion entre a
derivada logaritmica da funcion zeta e os seus ceros.
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XII INTRODUCION

No capitulo 3 faise un estudo bastante completo da funciéon gamma de Euler, incluindo a
sia formula integral e a férmula de Stirling. Esta dltima é importante no senso que describe
o comportamento da funcion gamma, I'(s), cando |s|] — co. Entre as stas consecuencias
elementais estd a ben conecida férmula para o calculo de limites de sucesions nas que aparece
n!: |

) n!
nh—>nolo nre—m\/2mn L
No capitulo 4 comeza o estudio da funcion zeta de Riemann,((s), dando a sta primeira

definicion:
o0

1
((s) = ZE para Res=o0 > 1.
n=1
O primeiro resultado importante, establecido por Euler, é a descomposicién da funcion
((s) sobre os ntimeros primos:

-1
C(s)zH(l—i> para Res=o0 > 1,

s
» p

en onde p recorre os infinitos niimeros primos.

A continuacion abordase a prolongacion analitica da funcion ((s) a todo o plano complexo,
con excepcion do punto 1, conxuntamente ca sia ecuacion funcional. Para tal fin usamos o
resultado conecido visto na materia de Series de Fourier de terceiro curso que afirma que a
serie de Fourier dunha funcion de variable real C'*° e de periodo T" = 1, converxe absoluta e
uniformemente & funciéon. Definindo:

1 s
§(s) = 35(s = )i (5) cL =),
a ecuacion funcional da funcion ((s) toma a forma:

&s) = (1 —s).

A funcion asi definida resulta ser enteira de orde 1, e 0s seus ceros son precisamente os
ceros non triviais da funcién ((s). E por medio dela que podemos aplicar aqui o teorema de
factorizacion de Hadamard, para obter unha relacién entre a derivada logaritmica de ((s)
e os seus ceros. Esta relacion intervén decisivamente na demostracion do teorema de De la
Vallée-Poussin, que delimita unha rexion do plano onde a funcion ((s) é libre de ceros.

No capitulo 5, e tltimo, comezamos introducindo a funciéon de Chebyshev:

bla) = 3 An),

onde A ¢ a funcion de Mangoldt:

logp, sen=7pk

A(n) =
0, sen#pr



INTRODUCION X111

Esta funcion ¢ (z), é, por unha parte, moi doado de relacionar ca funcion =(z), que
aparece no enunciado do teorema do niimero primo, e por outra, e isto xa non é tan doado,
cos ceros non triviais da funcion ¢(s). Esta ultima relacion é a denominada formula explicita
da funcion de Chebyshev. De tal formula, e da rexion libre de ceros ofrecida no teorema De
la Vallée-Poussin, obtense a seguinte igualdade:

Y(x)=xz+0 (me‘%/@) :

e de aqui deducese, xa doadamente, a igualdade mencionada para 7(z) e o teorema do niimero
primo.
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Notacion

Por ¢, ¢y, cq,... , entenderemos que nos estamos referindo a constantes absolutas positivas,
que en xeral seran diferentes segundo o teorema.

Para un ntimero positivo A, a notacion B = O(A) e B < A significa que |B| < cA.

g,€&1 son constantes positivas pequenas. A excepcion do capitulo 2, p, p1,..., denotan ni-
meros primos.

Se f, é unha sucesion de funcions, a notaciéon f, = f indicanos que f, — f uniforme-
mente.

Para x > 0, o logaritmo e a integral logaritmica definense como:

“d “d
lnx:loga::/ —u;Lix: i—Fco,
U 5 Inu
onde
1-6 2
d d
co = lim / —u—l—/ a cexp F = el
s—0\Jo Inu 146 Inu
A funcién

logp, sen =pF

0, se n # pF

denominase funcion de Mangoldt.
A funcion de Chebyshev ¢(x), e a funciéon para contar ntumeros primos 7(zx), son respec-
tivamente, as definidas como:

V@) = Y Aw: ate) = 1
n<zx p<z
Para calquera niimero real «, a parte enteira de «, denotarase por [a], e a parte fraccionaria

de «, escrito {a}, é a — [a] .

XV



XVI NOTACION

s = 0 + it denotara a un nimero complexo, onde 2 = —1, Res =0, Ims =t e 5 = 0 — it.

A constante
, 1
V= mhmoo (,}1 T In m)

denominase constante de Euler.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funcions holomorfas

Definicién 1.1. Sexa 2 C C un aberto e f : Q@ € C — C unha funciéon. Dise que f
é holomorfa en sy de €) se f é derivable, ou equivalentemente, C-diferenciable en tédolos
puntos dun entorno do punto sy. Diremos que f ¢ holomorfa en €2 se o é en cada punto de
Q. Se Q2 = C, dirase que f é unha funcién enteira.

O conxunto de todalas funcions holomorfas nun aberto 2 denotarase por H(£2).
E sabido que no corpo dos nimeros complexos toda funcién holomorfa é analitica. Sen
embargo, este resultado non atopa o seu homologo no corpo dos niimeros reais. O teorema

que establece as claves ¢ o seguinte, que aqui s6 enunciaremos:

Teorema 1.2 (analiticidade de funciéons holomorfas). Se f é holomorfa nun aberto Q2 do
plano complexo, enton f € analitica en Q. Ademais a serie de Taylor da funcion f centrada
nun punto sg representa a dita funcion no maior disco aberto de centro sy contido en ().

Como consecuencia do anterior teorema temos o seguinte Corolario:

Corolario 1.3. Sexan €2 un aberto non baleiro de C e p un punto de Q). Se f é unha funcion
holomorfa en Q — {p} e continua en ), enton f é holomorfa en Q.

Teorema 1.4 (de Morera). Sezan Q2 un aberto do plano complexo e f unha funcion continua
en Q tal que [, f =0 para toda rezion triangular A C Q. Entén f € H(Q).

Os resultados enunciados con anterioridade, son conecidos por un alumno de 4° curso de
matematicas.
O seguinte teorema seranos de utilidade en gran nimero de demostracions:

Teorema 1.5. Suponamos que f, é unha sucesion de funcions holomorfas nun subconzunto
aberto 0 C C paran =1,2,..., e que f, = f en subconzuntos compactos de 2. Enton f €
holomorfa en Q, e f! = f' en subconzuntos compactos de Q.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proba. A hipoteses f,, = f en subconxuntos compactos de 2 garante que f € C(Q2).
Sexa A C () unha rexién triangular. Enton A é compacto e polo teorema de rexions
triangulares de Cauchy:

f(wdu= lim [ f,(u)du=0.
an oo Jan
Temos asi que:
(
fec(@),

faA f(u)du =0,

QO cCc C aberto.

\

Das tres anteriores, polo Teorema de Morera, séguese que f € H ().

Sexa agora K C 2 un compacto. Existe 0 < r < p = dist(u,0K) tal que a unién
E=,ex D(u;r) dos discos pechados, Vu € K, é un subconxunto compacto en €.

Enton, como f € H(Q2) aplicando a férmula integral de Cauchy para as derivadas 4 funcién

f — fn, acoutando modularmente, obtemos que:

[f'(u) = fr()] < sup{|f = ful u€ K} rt = |f' = filler™.

Agora, posto que por hipoteses f, = f, dado £ > 0 existird un ntimero natural N (e) tal
que para calquera que sexa n > N () cumprirase que |f — f,| <&, Vu € K C Q.
Asi que:
f'—fll<e,YVue KCQ=f, = f

en subconxuntos compactos de €. O

1.2. Funciéns holomorfas definidas por integrais
Teorema 1.6. Sexan Q C C un aberto e f : [a,b] x Q@ — C unha aplicacion continua tal

que a funcion f(u,—) : Q@ — C é holomorfa para cada u € [a,b].
Consideremos a funcion:

b
g:Q—C, g(s)= / f(u, s)du.

Enton g € H(QY) e
b
Js0) = [ fus)du
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Proba. Sexa sy € €. Dado que 2 é aberto, existird un entorno de sy, B(sg, R), con R > 0,
tal que B(sg, R) C 2. Sexa r € R tal que 0 <r < R e denotemos por 7 := 9 B(so, R). Sexa
M > 0 unha cota da funcion continua f no compacto [a,b] X B(sg,r) :

\f(u,s)| <M Yuc€lab), Vsc B(sgr).

A formula integral de Cauchy permitenos escribir:

f(u,so):L de Vu € [a,bl.

27 ), w— So
Entoén: ,
1
o= [ 220]
2mi J, [y w— S0

Por outra banda debido & formula integral de Cauchy das derivadas tamén podemos

escribir: of . Flunw)
U, w
— = — [ —dw.
ds (1, 50) 271 /7 (w— s0)? “
Sexa h € C de xeito que so +h € B (30, g) . Entén para w € v*, resulta:
r roor
- M| > |w - so| — |h SR —
w = (so+ 1)| = [w = so| — |~ > |w — s0 5 =757 35
Agora de
1 1 B 1
h(w—s0—h) hlw—=s)) (w—50—h)(w—s0)
1 h

deducimos o seguinte:

1 b f(u,w) 1/ h- f(u,w)
el 0 Rl E =g | R s
_[hof 1 h- flu,w)
_/a %(U,So)du—l—Q—m i [/7 (w—so—h)(w—so)de} du.
Logo para 50+h€B(so,§),temOS que:

9(so + h) — g(s0) bof
h —/a —(u, so)du

O0s

/ab V ) s@?dw} .

2|h|  2M(b—a)
MOy

1
27

1
< —(b—a)2mrM
2m

r3
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que pasando a limites cando h — 0 resulta:

0< 9(so +h) — g(s0) _/b%(u,so)du <

h
b
0
/o0 = [ s

As seguintes definiciéns seran de utilidade:
Diremos que unha funcion f : [a,00) — R & R-integrable se se verifican:

2M (b — a)

r2

|h| — 0,

logo

1) f € Rla,z],Vz > a,
2) Existelim, o [ f.
En tal caso definese:
/ f:= lim f,
T—>00
e denominase integral de Riemann de f en [a, 00).

No caso complexo dise que f : [a,00) — C & R-integrable en [a,00) se Ref e Imf son
R-integrables en [a, 00). Isto equivale a que se verifique:

1) f € Rla,z],Vz > a,

2) Existelim, o fax f

/ f:= lim f:h'm{/ Ref—l—i/ Imf}
a T—r 00 a Tr—00 a a
= lim Ref—i—ih’m/ Imf:/ Ref—f—i/ f
T—r00 a T—>00 a a a

. . . . o ,
En ambos casos, o anterior pode expresarse dicindo que a integral fa f é converxente.

Neste caso:

Proposiciéon 1.7. Seza [ : [a,00) — C tal que f € Rla,z] Yz > a. Se |f] € Rla, ),
enton f € Rla,00) e ademais:

/Oof‘g
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Proba. Dende que f € Rla,z] Vx > a, tamén seran Ref, Imf € Rla,z| Vx > a.
Posto que 0 < |Ref(z)| < |f(x)], 0 < |Im f(z)| < |f(x)|Vz € [a,00), temos que
|Refl|, [Imf| € Rla,0), e enton Ref, Imf € Rla,o0).

Ademais:
[ <am [in= [T

Definicién 1.8. Sexa S C Ce f : [a,00) X S — C unha aplicaciéon e suponamos que
a integral [ f(u,s)du é converxente para cada s € S. Dise que a integral [ f(u,s)du ¢

uniformemente converxente sobre S se:
b 0o
/ f(u, s)du — / f(u, s)du
a a

Determinar se unha integral indefinida é converxente en ocasions pode resultar laborioso.
Para lograr tal obxectivo serdn de utilidade os seguintes dous teoremas:

T—00

[

hm f ‘ lim

[]

Ve >03dv € [a,00) tal que se b > v, enton <eVses.

Teorema 1.9. Sezan f :[a,00) x S — C e ¢ : [a,00) — R diias aplicacions verificando:

i)f(—,s) € Rla,x] Vzé€la,0), VseSI,
Z'Z')|f(7~08)|<925() V(US)G[ 00) X 5,

iti) A integral [ ¢(u)du é converzente.
Enton a integral faoo f(u, s)du é uniformemente converzente sobre S.

Proba. Dado que a integral [ ¢(u)du ¢ converxente de |f(u,s)] < ¢(u)du dedicese que
|f(u,s)] € Rla,00). Logo f(—,s) € Rla,00), ou se se prefire, a integral [ f(u,s)du ¢
converxente para cada s € S.

Imos ver que a converxencia é uniforme.

Sexa € > 0 dado. Dende que a integral f u)du & converxente, existird v € [a, c0) tal

que: b
/boo ¢(u)du = /aoo ¢(u)du — /a plu)du < e Vb>w.

Enton se b > v, temos que:
/fusdu—/ flu,s)d / fusdu_/ | f(u, s)dul
S/ o(u)du <e VseSs.
b
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Teorema 1.10. Sexan Q@ C C un aberto e f : [a,00) x Q@ — C unha aplicacion continua.
Suponamos que:

i) A integral [ f(u, s)du converze uniformemente sobre cada compacto K C Q.
i) f(u,—):Q — C é holomorfa para calquera u € [a, c0).
Enton a funcion
9:0C glo)= [ flus)dn
€ holomorfa en Q) e
>0
g (s0) :/ —f(u, so)du ¥ sg € €.
o Os
Ademais esta tltima integral converze uniformemente sobre cada compacto de €.

Proba. Sexa uy < u; < -+ < u, < ..., unha sucesion en [a,c0) tal que lim, o u, = 0. A
esta {u,} asociamoslle a sucesion de funcions {g,} onde:

gn Q2 —C, gu(s) = /Un f(u, s)du.

Enton, polo teorema 1.6 tense que g, € H(S2), e que

/ ‘o
9n.(50) =/ 8_£<u’50)du’ V sy € Q.

Vexamos que {g,} = g sobre cada compacto de (.
Sexa K C 2 un compacto e sexa ¢ > 0. Dado que por hipoteses a integral converxe
uniformemente sobre K, existird un v € [a, 00) tal que se b > v entén:

/abf(u,s)du— /:Of(u, s)du

Tomemos ngy de xeito que u,, > v. Enton para n > ng serd u,, > u,, > v, e polo tanto:

| fwsdu= [ sy

<e Vse K.

= lgn(s) —g(s)l <&, Vse kK,

isto é
{gn}jg, VS€K7

o que proba a converxencia uniforme sobre cada compacto K C Q.
Consecuentemente polo teorema 1.5 g € H(S2), e ademais:

{9} =4,
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sobre cada compacto K C €.
Polo teorema 1.6 tense que g—ﬁ(—7 Sp) € Rla, z] para cada sy € Q e cada z € [a, 00).
Vexamos que

A )
lim /a 8—£(u,30)du = ¢'(s0)

T—r00

uniformemente sobre cada compacto de €2, co cal se tera

oo
oy [T
g'(s0) = [ F-(u,s0)du
o Os
sendo uniforme a converxencia da integral sobre cada compacto de 2.
Pola contra, supofiamos que a converxencia non é uniforme. Entén existiria un compacto
K C Qeune >0 tal que para cada v € [a,00) hai un z, > v e un s, € K con:

Ty af
—(u, 8,)du —¢'(s,)| > e.
. Os
Isto implica a existencia dunha sucesion vy < u; < =+ < u, < -+, en [a,00) con

lim,,_, u,, = 00, tal que para cada n hai un s, € K verificando:

Un, a
8—‘£(u, Sp)du — ¢'(s,)]| > €.
En efecto, existe ug > a e so € K tal que
uo a
a—‘z(u, so)du — ¢'(s)| > €.

Unha vez construida w,, existe u,,+1 > 14+ u, e s,.1 € K tal que:

> €.

Un+1 a
/a 8_]Sc<u’ 3n+1)du - g/(5n+1)

A sucesion {u,} asi construida indutivamente, ten as propiedades indicadas.
Séguese que a sucesion de funcions {g,} asociada & sucesion {u,}, verifica que {g/,} non
converxe uniformemente sobre K a ¢’, o que é absurdo. O

NOTA :Existen resultados analogos para integrais de segunda especie, ¢ dicir, da forma

/a " . $)du.

sendo f unha funcion completamente definida en (a,b] x S.
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1.3. Fo6rmulas de sumacion.

Teorema 1.11. Consideremos unha sucesidn de nimeros complezos {a,} e sexa A(x) a

Ax) = Zan, Alz) =0, x> 1.

funcion sumatoria:

Enton, para calquera funcion complexa p(u), de variable real u, definida para u > 0,

verificanse as sequintes igualdades:

1)
> awp(k) = Aln)p(n) — Y Ak) (o(k +1) = (k). (1)

2) Se o(u) admite derivada continua ¢'(u) en (0,00), entdn, para © > 1 :

S (k) = A()p(s) - / " A (u)du, @)

k<z

3) Se ademais A(x)p(x) — 0 cando x — oo, enton:

S aplh) = - [ At ®)

Proba. 1) Como a,, = A(k) — A(k — 1), podemos poner:

S (k) = 3 p(R)AAR).

Aplicando a transformacion de Abel, e tendo en conta que A(0) = 0, obtemos:

—_

n n—

Y arp(k) =D (k) AAK) = p(n)A(n) = Y A(k)(p(k + 1) = p(k)),

1

B
Il

k=1

de onde obtemos a identidade (1).
2) Sexa n = [z], e suponamos que ¢'(u) é continua en (0, 00). Enton:

" AR (k1) — (k) = 3 A(R) [ - 3 [ awe

1

T
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xa que A(u) = A(k) para k<u<k-+1
Por outra parte,

é dicir,

Substituindo (4) e (5) en (1), resulta:

> axplh) = Alepta) = [ Al )du— [ Aty

de onde se obtén a identidade (2).
3) Se A(x)p(r) — 0, x — oo, enton, pasando a limites en (2) cando x — 0o, obtemos:

> awelh) == [ A (i

k=1
que ¢ a identidade (3). O

Férmula de sumacién de Abel
Sexa a € N, 1< a <z Tendo en conta a formula (2), temos que:

> aupln) = Alwhpla) = [ Al i

n<zx

S anp(n) = Ala)p(a) - / " Afu)¢! (u)d.

n<a

Restando ambas, obtemos a formula de sumacion de Abel:
> anpln) = Alwp()’ ~ [ Al (u)d (©
a<n<z a

Férmula de sumacién de Euler
E un caso particular. Tomando a; = 1, temos que A(z) = [z] e (6) adopta a forma:

> ol = (] - [ e u)du = wp(w] — {whetw)]] - [ ug'idu+ [ {ube i

Agora,

[ tetudu = uptu]; - [ ptuyin
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que substituindo, obtemos a féormula de sumacion de Euler:

> s@(n>:/x@(u)d“/x{u}w’(wdu—{u}@(u)ﬁ

a<n<lz

Outra expresion da formula de sumaciéon de Euler
Consideremos a funcion dada por p(u) = 3 — {u}. Esta funcién é de periodo T =1 e

1 1
cumpre a condicion |p(u)| < 3 Ademais, para 0 <z <1, p(u)= 5~

Expresando {u} mediante p(u) na formula de sumacion de Euler, resulta:

5 et = [ et [ (5= o) ¢t (5 - o) et

a<n<lz

T

)
a

de onde .

S ) = / " ou)du — / " () (w)du + p(u)plu)

a<n<lzx

a

A dltima igualdade é a segunda expresion da formula de sumacion de Euler.

Nota: Algiins autores empregan a notacion py (u) = {u}— 3, para referirse & funcion p(u) que
anteriormente presentamos na férmula de sumaciéon de Fuler. Concretamente neste traballo
empregamola para probar a férmula de Stirling que méis adiante veremos. Ademais, neste
caso na formula de Euler, a = 0 e £ = m é un natural. Co fin de que non dea lugar a confu-
sion, estableceremos no seguinte lema unha férmula de sumaciéon de Euler para o devandito
caso.

Lema 1.12. Se f € C' ([0,n],R), entdn:

>0 = [ dut 5700+ 500+ [t G

onde py(u) = {u} — %

Proba.

A funcion p; é continua salvo nos enteiros, en onde verifica:

lim pu(u) = (k) = 5, lim () = 5 # —3 = pi(k)

u—k+t u—rk—

Ademais,
pilu)y=1 se ué¢Z.
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\
N
\

Definese:

pi(u) se uFk,

ZH.:[k'_ 1>k]___>ﬂga ﬁI(U):Z { 1
- se u==k.

2
A funcion py é continua en [k — 1,k] e p'(u) =1 Vu € [k — 1, k]. Ademais:

/ B £ () du = / " () ().

-1 k—1

Aplicando a esta tltima integral a férmula de integraciéon por partes, obtemos:

k k
/k (W) f (wdu = PR f))_, — [ Flu)du

-1 k—1
1 1 K
= SF0) S f=1) = [ fwdu.
k—1
Sumando dende £k =1 ata k =n:
n n—1 n
| s =51+ 3700+ 3 10 = [ st
k=1

Sumando % (f(n) + £(0)) a cada membro:

> gtk = [ sttt 5+ 700+ [t

]

Lema 1.13 (Identidade de Abel). Seza {c,} unha sucesidn de nimeros complexos. Sexan
a,b nimeros reais con 0 < a <b e f € C'([a,b],C). Consideremos a funcion:

c:la,b) — C, c(z) = Z Cn.-

a<n<z
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Enton:
b
S cufn) = [ clo)f @) + ) £0)
Proba. _
cD)f(b) = > enf(n) = ( > Cn> FO) = eaf(n) = ealf(b) = f(n)
<b a<n<b : a<n<b ) a<n<b
= Z cn/ f(x)dx = Z / cng(n, x) f (x)de,
onde:
=y o EIE
Logo:
b b
W0 - 3 s = [ 3 cgmaf@in= [ Y af@d

_ / ' (o) f ()



Capitulo 2

Produtos infinitos

2.1. Produtos infinitos. A factorizacion de Weierstrass

Definicién 2.1. Dada unha sucesién de nameros complexos uq, us, ..., Uy, ..., de xeito que
U, #—1Vn=1,2,..., un produto infinito é unha expresion da forma:
[T0+u) =+ w) - (0w (14 un) 1)
n=1

Se a expresion adopta a forma:

[T+ wn) = (T + ) - (1 +uz) - (14 ug) = vy, (2)

n=1
diremos simplemente que é un produto parcial.

Definicion 2.2. Se limy_,o vy = v, con v € C — {0}, diremos que o produto infinito (1)

converxe. En tal caso,
o0

v = lim v = Ufl + ). (3)

Diremos que é diverxente se v = 0 ou limy_,, v = 0.

Exemplos:
1.
Consideremos o produto infinito dado por

(e )= (o) (14 2) - (10 1)

n=1

entén
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logo

lim v, = o0,
k—o0

e asi o produto diverxe.
2.
Consideremos agora o produto infinito dado por

(-2 (-2) (- 2) (- 2)

n=2
neste caso
1-3 2:4 35 (k=1)(k+1) 1k+1
V. = . . — =
T 2.273.3 4.4 k- k 2k
logo
| —11 1+1 —1
rome P T o i k) 2
1

e asi o produto converxe a 5

A continuaciéon establecemos unha relaciéon entre a converxencia absoluta de series e pro-
dutos infinitos. E conveniente conecer resultados previos relativos 4 converxencia de produtos
infinitos co que aqui amosamos. Unha boa referencia para tal fin é o libro [3] da bibliografia.
Nos iremos demostrando os resultados que sexan necesarios para a proba dos teoremas do
libro [4] da bibliografia, no que se basea este traballo.

Teorema 2.3. Se a serie de nimeros complezos Y -, u, converze absolutamente, entén o
produto (1) € converzente.

Proba. Da definicion (1) de produto infinito, debe ser u,, # —1.
Afirmamos que se a serie > In(1 + u,) é converxente, entoén o produto (1) tameén o é.

En efecto, sexan:
k k

v = H(l +u,) e Sp= Zln(l + Uy,).

n=1 n=1

Entoén:
Sk eln(l—f—ul) X 6ln(l—‘,—ug) eln(l—&-uk)

= (L +u)(1 4+ ug) -~ (1 + ug) = vy

Suponamos que lim Sy = S # oco. Da continuidade da exponencial, e da igualdade anterior,
séguese:

lfm v = lim e = elMioee Sk) — 5 £ (),
k—o00 k—o0
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A definicion 2.2 corrobora a afirmacion.

Observacion: O reciproco deste resultado tamén se da, é dicir, a converxencia do produto
infinito (1) implica a da serie logaritmica. Como dixemos pode consultarse [3].

Por hipoteses a serie Y | u, converxe absolutamente, enton lim,_, |u,| = 0. Conse-
cuentemente, sen perda de xeneralidade, podemos asumir que |u,| < % para n > N.

2 . o 7

Bastara ver que a serie )~ In(1 + u,) é converxente.

Sexa u, = a, + i3, € C.

Distingamos os casos:

Se u, = a, € R, paran =1,2,..., temos que:
o0 m 2
(1 + u,)| = Ly ) g (14 e T
(1 + ) \(p ) m)]_rur(+ ol | bl

1 1 1
2

Polo tanto |In(1 + u,)| < 2|u,|, e como por hipoteses a serie Y, |u,| é converxente,
séguese que a serie > > [In(1 + u,)| tamén o ¢, logo o produto (1) é converxente.

Se u, = ay, +16,, con [, F# 0, estamos no caso complexo, e o razoamento ¢ o mesmo
que no caso anterior, ca salvidade da definicién do logaritmo, é dicir, probaremos que tanto
a parte real como imaxinaria converxen, ¢ dicir, que cando n — oo as duas seguintes
converxen:

ol = 11+ 1) (14 wa)] = (14 w)] - |1+ )], (4)

argv, = arg(l 4+ uy) - (1 4+ u,) = arg(l +uy) + - + arg(l + u,). (5)

O feito de que (4) sexa converxente ¢ equivalente a que |v,|? o sexa, pero:

2
Ut unf? = (VT + 0+ 82) =1+ a2 + B2+ 2,

onde Reu,, = a,, e Imu,, = ,.

Agora, posto que |a2 + 82+ 2a,,| < a2 + B2] + 20| < |un|* 4 2|u,|, de novo a hipoteses
sobre a converxencia absoluta da serie ) >~ | u, garante a converxencia de Y >~ |v,|°.

A converxencia de (5) é debido 6 feito de que para ng suficientemente grande e n > ng,
temos que:

Bn
V(I + )2+ 32

0 que garante a converxencia de argu,. [

arcsen

larg(1 4+ u,)| = < 7| Bnl,

Exemplo: Consideremos o produto:
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onde s € C — {0}.

Temos que:

con 0 = Res.

Polo tanto para ¢ > 1 a anterior serie é converxente, e consecuentemente o produto
infinito.

Estudemos agora produtos infinitos cuxos factores son funcions de variable complexa.

Teorema 2.4. Sezxa u,(s) unha sucesion de funcions analiticas nun aberto Q C C. Supona-
mos que:

a) uy(s) #—1paran=1,2,..., e s € Q,
b) lun(s)| < a, paran=1,2,..., es €,

¢) a serie de nimerosy - a, € converzente.

Enton o produto dado por:

[e.9]

[T+ ua(s)), (6)

n=1
converze para todo s € Q, e a funcidn v(s) definida por:

o0

o(s) = [T +un(s)).

n=1
é analitica no aberto Q. Ademais, v(s) # 0 para s € €.

Proba. Como por hipoteses a serie de nameros ) | a,, ¢ converxente e para todo n, |u,(s)|
an, séguese que > o u,(s) converxe absolutamente para todo s € Q e polo teorema 2.3
produto (6) é converxente.

Para probar que v(s) € A(Q) veremos que a sucesion de funcions vg(s) = v(s) Vs € Q,

onde: )
H (14 up(s

Denotaremos por [, (1+a,) =p, (1+a1)-(1+a,) = pn.
Primeiramente vexamos que para calquera s € () verificase que:

<
0

v(s) P
0as) 1‘% ! )
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En efecto, se k > 1, enton:

n+k 1+un< ))

'ka ’ ‘ 4l ‘(1 +ui(s)) (L +us(s) - (L+unpi(s))
Un($) e (1 + uim(s)) (1+ua(s)) (1 +uz(s)) - (1 + ua(s))
=1+ Un+1( DL+ tnya(s)) = (1 + unsn(s)) — 1
= [Un41(8) + =+ + Unsx(8) + U1 (8)tUnt2(8) + -+ + Unt1(8) =+ Un4x(5)]
S Qpgr o A Qg o GG o Qg Gnge = Dotk _ 1,
. Pr+k D p ‘. .
Agora, limy,__, —1=-=——1, que é a expresion (7), e polo tanto:
Pn Pn
[v(s) — vp(8)| = |va(s)] ;}(—(Z)) - 1‘ < pn (p£ - 1) =p—pn<e, Vn>ngle), e Vse.

Estamos dicindo que:
vn(s) = v(s)
e en virtude do teorema 1.5 concliiese que v(s) € H(2) = v(s) € A(Q).
Finalmente v(s) # 0, pois se v(s) = 0, existiria polo menos un ny tal que (1 + u,,) = 0,
logo u,, = —1, pero isto é contraditorio cas hipoteses. O

Os seguintes resultados que vamos obter gardan relacion con funciéns enteiras. Sen mais
preambulos:

Teorema 2.5. Sexa aq,as, ..., Ay, ..., unha sucesion infinita de numeros complexos verifican-
do:

i) 0 <lai| <lag| < - fan| <oy

g 1

i) e lim, ..o — = 0.

|an

Enton existe unha funcion enteira G(s) de quen os ceros son precisamente 0s numeros a,,
e se algun destes ceros a, son iguais, enton o mencionado cero terd a respectiva multiplicidade.

Proba. Paran =1,2,..., vamos a considerar:
S s gL (st
Up = Up(S) = (1 - —) e ta(an )it () :
Qn

e o produto infinito
[T (s (8)
n=1

Probaremos que o anterior produto converxe para cada s # a,, n = 1,2,..., e é unha
funcion enteira G(s) con ceros ay, as, ... , Gy, ... .
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Consideremos o circulo C' de radio |a,| e o produto infinito [[2 wu,(s). Veremos que
converxe en C' a unha funcion analitica, e polo tanto (8) tamén o serd, que terd, no interior
de C, s6 os ceros a; con |a;| < |a,|, e dado que |a,| — 00, 0 teorema quedard probado.

E sabido que se |s| < 1 entén:

e 8n+1
In(1—s)=—
n(l—s) Z n+1
n=0
equivalentemente
co Sn+1
(1 —s)=e 2n=0w  ge |s| <1.

Pois ben, para |s| < |a,| e 7 > n, tense que:

Asi que:

_lesyr_ 1 (s yr+l_ .
u,r(s) = e T ar)r T+1(ar)r

Deste xeito, é suficiente probar a converxencia absoluta da serie:

SSE(2) L (e T ara |s| < |a| (9
J— —_— —_— cee r 8 an
r \ a, r+1 \a, P

r=n

~—

Para calquera 0 < e < § e [s| < (1 —€)|a,|, temos que:
1/s\" 1 s\ 1/s\" 1 s\
r \ a, r+1 \a, T\ a, r+1 \a,
r r+1
SVAS(E) 4| () A (2
a, a, r+1|\a, a,

0=l 1 (1-9al] . 1 [A-elal i (1-)a
Sr[ W ol ]+r+1{ Wl Tl 1*
<o) (1 ]

1 & (1—e)  (1—¢g)

r 4 Tr1-(1-¢)  re
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Polo tanto, dado que a serie
— re ’

é converxente, polo criterio M-Weierstrass séguese que a serie

1
1/s\" 1 s\
T\ Q, r+1 \a,
tamén o é, e en consecuencia a serie (9) converxe absolutamente, e asi a funcion (8) é analitica
no circulo C.

s n—1
Ver agora que os ceros de G(s) = [[°2, (1 — i) e ta(a) ot (3) , son precisa-
a

n
mente aq, as, ..., a,, ..., ¢ inmediato, co que se conclie. O

o0

D

r=n

Corolario 2.6 (A formula de Weierstrass). Seza ay,as, ..., ay, ..., unha sucesion de nimeros
complexos verificando as condicions do teorema 2.5. Enton, para calquera nimero natural m,

a funcion G(s) definida por:

1= 1 2) e oo™

€ enteira € 0s seus ceros son 0,ay, o, ..., Gy, ... .
Proba. E consecuencia inmediata da demostracion que se acaba de facer. O
Corolario 2.7. Sexa ay,as, ..., ay, ..., unha sucesion de nimeros complexos verificando as

condicions do teorema 2.5 e suponamos que existe un numero enteiro p > 0 tal que a serie:

Z |a |p+1

¢ converzente. Enton a funcion G1(s) definida por:

= L[l (1 — _) ot %(;)%.-.ﬁ(ﬁy)?

verifica o teorema 2.5.

Proba. Sexa

Gi(s) :f[l <1 - %) () i ()

Sen—1>p, édicir,sen>p+1:

<1 - i) (e () (1 - i) (e () et ()

Qn
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co cal
p o
S s 1 s \2 1 s \n—1 S s 1 s n—1
Gl =TT (1= 2 ) e h@) @) L3 ) et e ()
(s) H(l an)e 2 I H 1 o e
n=1 =p+1
p _ 0 P
:H<1_i) et @) s ) (1_ )<> bt ()
an, an
n=1 =p+1
I1 et (&) ()"
n=p+1
p _ [e'e]
:H(l_i) e ) o (@) T (1_i)ean+l<:n> bt d ()
Ay, Gp,
n=1 n=p+1
e p+1[PJlr1( =) +ﬁ(a2)n71]
E como
L S 1 s P 1 s \" 1 s \P L 2 1 s \P
11 (1__) et @) @) @) S (1__) e ) ()
Ay, G,
n=1 n=1
Zn 1n(ai) +oet ( )p
resulta que
Gls) = Ga(s) - e~ Thm 5 (@) +43 ()" T s () s ()7

Deste xeito, bastara ver que a serie

i 1 s p+1+ . 1 N
p+1\a, n—1\a, ’

n=p+1

define unha funcién enteira, é dicir, que a serie converxe uniformemente sobre cada compacto
de C.

Sexa pois K C C un compacto e sexa R > 0 tal que K C B(0, R). Das hipdteses sobre os
ay, debe existir un m tal que |a,| > 2R, co cal, |s| < 3|a,| calquera que sexa s € K.

Como os modulos de |a,,| non decrecen, se pode suponer m > p + 1. Como

i 1 s p+1+ N 1 s n—17
p+1\a, n—1\a, N

n=p+1

Il
3
L
3
+ | =
—_
VRS
e
N———
3
s
+
+
3
| | =
—
VR
SEE
N——
3
L
+




2.1. PRODUTOS INFINITOS. A FACTORIZACION DE WEIERSTRASS

i 1 s p+1+ n 1 s \"!
p+1 (079 n_]_ (07

n=m

abonda con ver que

converxe uniformemente sobre K.
Parase Ken>m:

1 s p+1 - 1 s n—1 _ 1 |8|p—|—1 - 1 |S|n—1
p+1\a, n—1\a, ~ p+1|a,|ptt n—1]a,|*!
SR L B
~ p+1|a,|rtt p+1|a,|" 1
- 1 1 p+1 ‘am’p_i_l N N 1 1 n—1 |am’n—1
“p+1\2 |a, P+ p+1\2 |a, |t
oL (T a1 (I e
T p+1\2 |, [Pt p+1\2 |a, [P+
1 n

1 el <(1) - (1) )
p+1|a,[Pt! 2 2
1 li (1)’"]

~ 1 et r=p+1 2

1 Jant (57

T ptlfa 11— L
IR EARNAT
Tp+1\2) Jantt

Polo tanto, no compacto K, a serie funcional

f: 1 S p“_{_ N 1 s\t
p+1\a, n—1\a, ’

n=m

N

esta limitada pola serie numérica

i 1 1\ |anP
p+1\2) Ja,lptt’

n=m

que é converxente, de feito, absolutamente converxente, xa que:

[e%s) 1 1 p ’a |p+1 1 1 P 00 1
V1 \5 i = Z p+1 L
7;1 p+1 (2) lan|Pt | p+1\2 || ;—|an|pﬂ < 0o (por hipoteses).

Isto proba o corolario.

21
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Teorema 2.8. Cada funcidn enteira G(s) pode ser representada da forma:
> S s 1 s 2 1 s n—1
G(s) = eI gm 1— 2 ) emta(a) ++a(3) ,
(5) I[l .

onde H(s) é unha funcion enteira e os nimeros 0,aq,a, ..., Ay, ..., Son 0s ceros de G(s).
Ademais, se a sucesion {a,}5>, verifica as condicions do corolario 2.7, enton

61s) = s I (1 2 ) esril@) eonia)
an
n=1

Proba. Os ceros da funcion G(s) os podemos colocar en orde de mddulo crecente da forma
seguinte:
0 <fai| < fas| <+ <lan| < -

e como |a,| — oo, serd lim, ﬁ
Qn
unha funcion Gi(s) que ten exactamente os mesmos ceros que a funcion G(s). Asi pois, a

funcion definida por:

= 0, e de aqui séguese polo teorema 2.5 que existe

P5) = G e para s . (o) = lim ().

S—an

é non nula e p(s) € H(C) por se cociente de funcions enteiras non anulandose o denominador.
Como ¢(s) € H(C) e p(s) # 0 existird unha funciéon enteira, digamos H(s), tal que
o(s) = et
Con isto probamos a primeira parte do teorema, a segunda probase de forma completa-
mente andloga, so que en lugar do teorema 2.5 empregamos o corolario 2.7. ]

Resenia matemdtica: Karl Weierstrass (1815-1897). Foi un matemdtico alemdn. Ainda
que nos seus inicios académicos estudou comercio e finanzas, atendendo aos consellos do seu
pai, non tardou en abandonar estes para involucrarse no estudo das ciencias matemdticas.
Largo periodo da sia vida dedicouno a ensinanza secundaria. Foi unha publicacion sia so-
bre funcions abelianas a que sorprendeu a comunidade cientifica. Por dito traballo recibiu o
doutorado honorifico da Universidade de Kdnigsberg e en 1856 foi aceptado como profesor
asociado na Universidade de Berlin. Deu as definicions de continuidade, limite e derivada
dunha funcion o que permitiu facer a demostracion de varios teoremas, entre eles, o teorema
do wvalor medio. Por todos é conecida a sua contribucion sobre criterios de converzencia de
series infinitas, pois moitas das custificacions levan o seu nome. Sdbese que no final da sia
vida non o pasou demasiado ben no que a sia saide se refire. A responsabilidade do cargo
que ostentou como profesor fixolle coller unha baixa de dous anos, e mdis adiante as disputas
da época con outros matemdticos non lle fizreron gran favor. Tralo falecemento dunha amiga
sta fundiuse mentalmente, e o resto dos seus dias pasounos nunha cadeira de rodas
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2.2. Funcions enteiras de orde finito.
As seguintes definicions seran de utilidade no desenrolo das posteriores demostracions:
Definicion 2.9. Sexa G(s) unha funcion enteira, e sexa
M(r) = Ma(r) = max{|G(s)| : |s| = r}

Se existe unha constante a > 0 tal que

a

M(r) <e™ parar>r(a) >0, (10)

enton diremos que a funcion G(s) é unha funcién enteira de orde finito. En tal caso, o nimero
a = inf(a), se dird que é o orde de G(s). Se a ecuacion (10) non pode ser satisfeita, para
calquera a > 0, enton diremos que a orde de G(s) é oco.

O anterior tamén o podemos manifestar dicindo que unha funcion enteira G(s) é de orde
finito se existe un numero real a > 0 verificando:

|G(s)| < el ¥|s| > 0,
é dicir, existe r, > 0 tal que
|G(s)| < eFI" Vs con |s] > 7,

Notese que o caso no que a < 0, a anterior definicibn non ten especial interese, pois
estariamos ante unha funcién enteira e acoutada, e polo teorema de Liouville seria constante.

Observacion:

Se G(s) é unha funcién enteira de orde a e € > 0, entén

TOH»E

Mg(r) <e™ , ¥r>0.

En efecto:

a+e>a=if{a>0/M(r)<e”, r>0}
= Ja>0con Mg(r)<e™, Vr>0talquea+ec>a
= Mg(r) <e™ <™ Vr>0.

Teorema 2.10. A orde o dunha funcion enteira ven dada pola formula

Inln M
i R0 M(r)

I 222 o (= s))
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Proba. Suponamos a < oco.
Como f é unha funciéon enteira de orde finito o, dado € > 0 temos que

rote

M(r)<e
Por outra parte, tamén existe un s en médulo suficientemente grande para o cal

M(r) >e"

Destas dtuas tomando logaritmos a ambos lados, ddas veces, obtemos

Inln M Inln M
nln (r)<a+€, Vr > R L(T)>Oé—g7 para alginr > R.,

Inr Iy
é dicir

Inln M(r)

a—ec< —— < a+te¢,
Inr

co cal

Inln M(r)

m ——— — = (.

r—0o0 Inr
Se a = 00, para calquera a > 0 temos que

M(r) >e",

ou equivalentemente
Inln M(r)
- >a,
Inr
para algins valores de r suficientemente grandes. Polo tanto, neste caso

Inln M(r)
im ———= = 0.
r—00 Inr

]

bs

Exemplo 2.11. Queremos atopar a orde de F'(s) = e*" con b # 0 e n un enteiro positivo.

Expresando b e s en forma exponencial, temos
b= [, s=rei

Dado que
bs"’ _ eRe(bs")

] = :

Re(bs™) = Rel|b|r™e (¢"2)™ = Re|b|r"(cos 01 + i sen 0;)(cos(nby + i sen(nbs))
= |b|r" cos(0; + nbs),
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Séguese que
n n
|F(S)| e|b\'r cos(01+nb2) < e\b\r ’

e asi
Mp(r) = M(r) = ™.

Finalmente,

|bfr™
o = lim Inln M(r) — lim <1n1n(e ))

Inr

) In(|b|r™) ) In|b| +nlnr
=lm|——~2 | =lim [ ——
r—o0 Inr r—00 Inr
. (In]d]
= lim +n| =n.
r—oco \ In7r

Lema 2.12. Para unha funcion enteira f verificase:

r—o0 Inr r—o0

i) Se f ten orde o e un cero de multiplicidade k en s = 0, enton a funcion g definida por

g(s) = %, ten orde .

ii) Se f ten orde av e \ € un complexo non nulo, enton \f ten orde a.

Proba. Probamos 1).
Por unha banda temos que

logo a orde de g ¢ < a+ ¢, e como é certo para todo € > 0, a orde ¢ < a.
Se a =0, entéon a orde de g seria < 0, e como a orde é sempre > 0, debe ser a = 0.
Suponamos enton « > 0, e vexamos que a orde de g non pode ser menor que «, co cal
serd «, necesariamente.
Pola contra suponamos que a orde de g ¢ o — ¢. Entéon aa — e > 0.

Como
, klnr
lim - =0,
r—oo &3

klnr

—E
ro¢T2

dry > 0 tal que < 1ser > ry, ou de forma equivalente,

[ L)

k rT

rt <e , ser >ry.
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Por outra parte,(pola observacion feita na definicion de orde), existe ry tal que My(r) <

a—§ . . €
"™ % se r > ry. Ademais, existe r3 tal que 2 < r3 se r > 3.

Tomando r > max{ry, 9, 73}, temos que:

e

£ £
a—3 a—35

M(r) = r"My(r) < e “e
< er%r&_

_ 627‘0‘_%

é dicir, a orde de f e estritamente menor que «, o que é absurdo, co cal a orde de g debe ser
a.
Probamos 7).
Dende que f ¢ de orde a, dado € > 0 existe r > rq tal que In My(r) < rote.
Como
Mys(r) = max{Af(5)]  Js] = r} = IA|M; (1),

para r > rp temos que
In |[Myy(r)] = In |\ + In | Ms(r)| < In|A| 4+ 7o
Tomando r suficientemente grande de xeito que
r*te>1er"—1>1Inl|)\,

resulta que

In |\ < r*™e(rf — 1),
é dicir,

In || + rote < pot2e

e asi
In [Mys(r)] < rote

co cal Af ten orde menor ou igual que «, e razoando igual que en 7) obtense o resultado. [J

O resultado fundamental desta seccion ¢ o seguinte teorema. Antes de involucrarnos na
stia demostracion estableceremos unha serie de lemas auxiliares que nos permitiran conseguir
tal obxectivo.

Teorema 2.13 (Factorizacion de Hadamard). Seza G(s) unha funcidn enteira de orde fi-
nito a. Sexa s, a sucesion formada por tddolos ceros de G(s), escritos de acordo ca sia
multiplicidade. Enton existe unha factorizacion de Weierstrass de G(s) da forma:

> S s 1/ s \2 1( s \P
G(s) = sFe9(®) 1— 2 ) esta(s) +3(3) 7
(s) = s"e }_[1 . e z

onde p = [a] e a funcidn g(s) é un polinomio de grao < p.
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O anterior é o conecido teorema de factorizacion de Hadamard. Como xa dixemos, a sta
proba require dunha serie de resultados auxiliares, que nos facilitaran a stia comprension.

Lema 2.14. Sexa G(s) unha funcidn enteira tal que G(0) = 1. Para cada par de nimeros
reats v >0 e A > 1, tense que:

n(r)n A <lInM(Ar),
onde n(r) denota o nimero de ceros de G(s) en B(0,r) contados cada un tantas veces como

a stia multiplicidade indique, e M(r) = mdz{|G(s)| : |s| =7r}.

Proba. Sexa R := Ar con 0 < r < R e denotemos por m = n(r).

Abonda con ver que
R m
(?) < M(R).

Consideremos a funcién F': C — C definida por:

onde s1, Sa, ..., S, son os ceros da funcion G(s) en B(0,r).
A funcion F(s) asi definida ¢ analitica no circulo |s| < R, por ser cociente de funcions
holomorfas non anulandose o denominador, e, para |s| = R temos que:

— R?_ 53, . R?_ 53,
F pr— — f— . —_—
|F(s)] G(S)HR(S—:;”) G(s)] 1 Fr—
2 _ oao 2 o 2 e
=|G(s)| - R — 55 .'R 552 ‘R 5Sm
R(s —s1)| |R(s— s2) R(s — sm)
2 oo 2 o= 2
T i I o B et
|s|(s —s1) | [ls|(s — s2) |5(s — 5m)
§S — 8§51 8§ — §59 SS — 85,
= |G(s)] - .
G |G| G =) [T = sm)
|s| |5 =51 [s]-]5 — 5 |s| - |5 — S
G(s)] - .
R A TP T P | ¥ e

Polo tanto, para |s| = R, temos que |F(s)| = |G(s)|, e como F € H(C'), sendo C o circulo
|s| < R, polo principio do médulo maximo séguese que:

[F(0)] < max{|F(s)] : |s| = R} = max{[G(s)| : [s| = R} = M(R).
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Como
F p— —_— —_—
0 =60 ]] — 1T -
k=1 k=1
resulta
- R
[ —=IF0)]<M®),
v |53
e asi .
(E) :R—SmR—:HESM(R)-
r rm T T skl 2ot sl

]

Corolario 2.15. Sexa G(s) unha funcion enteira de orde o e sexa s, a sucesion dos ceros
non nulos de G(s) contados cada un tantas veces como a sia multiplicidade indique. Enton:

S o
k=1 |$k|a+€’

¢ converzente, para cada € > 0.

Proba. Se pode suponer que existen infinitos s;, do contrario o resultado é trivial.

Fixemos € > 0.

Como cada reordenacion dunha serie converxente de termos positivos é tamén converxen-
te, podemos colocar os ceros en orde de modulo crecente da forma:

0<|si| < |sao] < oov < sp| < o0

Asi mesmo, podemos suponier que G(0) # 0, pois se G(s) tivese en s = 0 un cero de
multiplicidade k, enton a funcion F(s) = i(,f) ¢ unha funcion enteira con F(0) # 0, que ten
os mesmos ceros que G(s) e polo lema 2.12 a mesma orde a.

Se pode suponer que G(0) = 1, pois se ¢ = G(0) # 1, enton a funcion F(s) = ¢ 1G(s)
ten os mesmos ceros non nulos que G(s), e tamén polo lema 2.12, a mesma orde a que G(s).

Nestas condicidéns tomando A = e no lema previo 2.14 deducimos:

n(r) <InMf(er),

sendo r > 0 e n(r) o ntimeros de G(s) en B(0,7).
Sexa 7 tal que 0 < 1 < €. Entén dende que G(s) é de orde a, existira ry tal que

sl
Mer) < eler) +2, Vr >rg,

é dicir
In M (er) < (er)®*2, Yr > r,
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e asi

De aqui séguese que existe r; tal que
n(r) <rt Ve >r.
Dado que
0 < [s1] < sof <oor Zsp] <o

resulta que
k< n(lskl) < [se|*™,

sempre que k sexa maior ou igual que un certo ko, (calculado a partir de r1), e ko sera tal
que |a| > r1 para todo k > k.
Temos pois que
ke <|si|, Yk > ko,

co cal

ou equivalentemente

1 1
VEk > k.

a+te ) —

’(Sk’a—i-s - katn

Sen embargo 00:767 > 1 pois a + 1 < a + € polo que a serie armoénica
o0
1
a+te )
=1 a+n
é converxente, e dado que
1 1

[sl>te T et

concltese que a serie

S o
p |Sk|a+5

é converxente, como queriamos ver. ]

Observacion:
As seguintes seran de utilidade na proba do posterior lema:

1) f027r cos(kx +a)dr =0 VkeN-0, Va eR.

0 sek # n,
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Proba. Para 1),

2

2m 1
/ cos(kzx + a)dr = Z sen(kx +a)| =0.
0

0

En 2) para k =n # 0 e a = b, temos:

27 2w 1 2k
/ cos?(kx + a)dr = / + cos 2(ka + a)dm =,
0 0

2
e para k # n, da igualdade xeral
cos(a+ f3) + cos(aw — ) = 2 cos(ax) cos(p),

séguese que

2w
/ cos(kx + a) cos(nx + b)dx cos((k+n)x+ (a+b))dr
0

2T

cos((k+n)x — (a+0b))dz = 0.

N | = [\3“_.

No\

]

Lema 2.16 (Borel-Caratheodory). Sezan R > 0 e f(s) unha funcion holomorfa nun aberto
que contén a B(so, R). Sexa M € R tal que Ref(s) < M sobre o circulo para calquera
s € 0B(so, R). Enton

1
a) m]f(”)(soﬂ = lan| <2M — Ref(sg)R™", n > 1,

b) no disco |s — so| <1 < R, tense que:

i) 1£(s) = F(s0)| < 2{M — Ref (s0)} .
i) 17 (0)] < 20400 = Ref(s0)} g n > 1

Proba. Dende que f(s) e analitica no circulo |s — so| < R a serie de Taylor da funcion f(s)
centrada en sy representa a dita funcién no maior circulo aberto de centro sy que contén
o disco |s — 59| < R. Ademais a formula integral de Cauchy para as derivadas permitenos
J"(s0)

n!
Probaremos a).

escribir a,, =

Primeiramente suponiamos que so =0 e ay = f(0) = 0.
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Para ay, = |a|e?*, s = Re? | s € D(0, R), temos que
f(s) = f(Re") = Z a ( Rew)lC = Z |ag|e™ R (ew)k
k=1 k=1

- Z lax|R* (cos(6;) + isen(6y)) (cos(kf) 4 i sen(k6)
k=1
onde aplicamos a férmula De Moivre, e asi
Ref(Re?) = Z |ax| R* cos(kO + 0y) (16)

k=1

Agora para 0 < 0 < 27 a serie da anterior igualdade é converxente, xa que:
||a| RF cos(kO + 0)| < |ax| R,

e como por hipoteses f(s) é analitica no disco |s — so| < R, a serie de potencias Y, | |ax|RF
¢ converxente, e en consecuencia, a serie (16) converxe uniformemente.
Asi pois podemos integrar término a término para obter:

2

o 2m
Ref(Re™)dd = Z |ak|Rk/ cos(kf + 6;)df = 0,
k=1 0

0

pois como vimos na observaciéon previa fozw cos(k@ + 6;)do = 0.
Por outra parte, para n > 1 temos

Ref(Re™) cos(nf + 0,,) = Z |lag| R¥ cos(kO + 0)) cos(nd + 6,,),

k=1

e esta serie tamén é converxe uniformemente para 0 < 6 < 27, e de novo:

2w o0 2w
/ Ref(Re™) cos(nf + 6,,)df = Z |ag| R / cos(k6 + 6) cos(nb + 0,,)dd
0 1 0
= 7|a,|R",
Xa que na observacion previa vimos que

Osek#n
msek=n

2m
/ cos(kf + 6y) cos(nb + 0,,)df = {
0
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Do anterior e tendo en conta que M > 0 e 1+ cos(nf + 6,) > 0, séguese que:

2
mla,|R" = / Ref(Re™) cos(nf + 6,,)df
0271' ) 21 )
— / Ref(Re™) cos(nf + 6,,)d6 + / Ref(Re)do
0 0
2T
= / Ref(Re™) [1 + cos(nf + 60,,)] do
0

27
< M/ [1 + cos(nb + 6,,)] dO = 2w M.
0

Asi que,

2M
m|a,|R" < 20 M = |a,| < T
e a) esta probado para o caso particular so =0 e ag = f(0) = 0.
No caso en que sy # 0 consideramos a funcién

F(s) = f(s —s0) — f(s0),

que é holomorfa nun nun aberto que contén o disco pechado |s — so| < R e F(0) = 0. Como
ReF(s) < M — Ref(so) para |s| = R, o resultado se obtén aplicando a funcion F(s) o xa
demostrado, e asi a) esta probado.

Probaremos i) de b).

Para |s — so| < r < R, tense que:

[£(5) = F(s0)| = |D_ anls = 50)"| < D lanll(s = s0)|"

<> 2{M —Ref(so)} 1" = 2{M —Ref(s0)} Y ()"

= 2(M = Ref(s0)} 12 = 2{M — Re (s0)} 7 —

Para i), dado que f(s) = Y oo, ax(s — so)* & holomorfa no disco pechado |s — so| < R,
indutivamente obtemos que

oo

f(”)(s) = Zakk(k — 1) —(k—n+1)|s— 80|k_"7

k=n
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co cal

£ (s |<Z|ak|k — 1) (k—n41)|s — so/f ™

< Z 2{M — Ref(so) R "k(k — 1)+ (k —n + 1)r*~
k=n

=2{M —Ref(s0)} > k(k—1)-(k—n+1)—

k—n

k=n
= 2{M —Ref(s0)} 5 > (%)
k=0
— 20— Refsu) 4 ()
=2n{M — Ref(so)}ﬁ, n>1.

Falta xustificar o intercambio baixo a suma feita na antepeniltima igualdade, asi como obter
de forma indutiva a expresion da derivada empregada.
Para a primeira afirmacion, fixado u tal que r < u < R e considerando a funcion:

g : B(sg,u) — C, g(s) :i (S ;LSOY

k=0
k
S — 8o
()

7 u 3 o uk 2 . .
e como u < R serd ‘E| < 1 logo a serie )~ #r é converxente, e polo tanto o criterio

Dado que

B |s —solF wk

RF Rk’

. : : : o\
M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie Y -, (5722)" sobre B(so,u), e en

particular sobre calquera compacto contido na mesma. Logo a funcién ¢(s) é holomorfa en
subconxuntos compactos de B(sg, u), e asi

A" N [(s—s dr [s—so\"
=2 (5 ) stn( °) en Blowt
k=0

En particular, para s = z + s¢ con z € (0, u), tense que:

ENCEDWEIE
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Para a se da, indutivamente probamos edn i ! i

T un indutivamen robam ue — =nl—.
st P W \R=7r (R—r)m
Sen=1,

d R 2
5(53—7") = R(R —r)"*, & certo.

. , N R R
Suponamos n > 1 e que o resultado é certo para n, isto é, — =nl——
drm (R

e vexamos que se verifica para n + 1.
&t ( R\ d(, R
dritV \ R—r ) dr " (R — r)ntl
=(n+DIR(R—r)" "2,

e como por hipoteses de inducion o resultado é certo para n, o buscado séguese do mostrado.
Polo tanto b) esta probado. O

Por ultimo, antes de involucrarnos na proba do teorema de Hadamard, faremos unha
breve observacion sobre a derivada logaritmica.

Definicion 2.17. Sexa 2 C C un aberto e f € H(N2) tal que f(s) # 0Vs € Q. Entén a

funcion 7 € H(2) e denominase derivada logaritmica de f.

A observacién ¢é a seguinte:
Sexa 2 C C un aberto e {f,} unha sucesion de funcions en H(2) de xeito que o produto

Fs) =] fals)

converxe uniformemente sobre cada compacto de Q e f(s) # 0 para todo s € 2. Entén

f(s) fn(s)

e a serie converxe uniformemente sobre cada compacto de €.

) _SSE6) e q

Proba. Dado que f(s) # 0 Vs € Q serd f,(s) # 0 para todo s € Q e todo n. Denotaremos
por

Pu(s) = fi(s) -+ fuls).
Por hipoteses p,(s) = f(s) sobre cada compacto de €2, e de aqui, en virtude do teorema
1.5, séguese que p, (s) = f (s), tamén sobre cada compacto de 2. En fin,

copals) _fe)
) g e
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uniformemente sobre cada compacto de €. Pero

v, [Va)
I
ol
M-
I
=
Vo) [Va)

daquela

]

Con estes resultados estamos en condiciéons de abordar a demostracion do teorema de
factorizacion de Hadamard. Imos logo:

Teorema 2.18 (Factorizacion de Hadamard). Seza G(s) unha funcion enteira de orde fi-
nito a. Sexa s, a sucesion formada por tddolos ceros de G(s), escritos de acordo ca sia
multiplicidade. Enton existe unha factorizacion de Weierstrass de G(s) da forma:

> S s 1( s \2 1( s \P
G(s) = sFe9(®) 1= 2 ) esta(s) ++3(3) 7
(s) = s"e }_[1 . e z

onde p = [a] e a funcidn g(s) é un polinomio de grao < p.

Proba. Usando o lema 2.12, ¢ igual que o principio da demostracion do corolario 2.15, pode-
mos suponer que G(s) # 0.
Sexa p = [a]. Enton polo corolario 2.15 a serie

Z ’8k|p+1

é converxente.
De aqui, e dado que por hipoteses G(s) é unha funcion enteira, a expresion

) = skes(® H (1__) ara() (en)p,

é consecuencia inmediata do teorema 2.8.
O que resta de proba consiste en ver que ¢(s) é un polinomio de grao menor igual que p,
e para elo bastara ver que g®™V(s) =0 Vs € C.
Pola observacion previa 6 teorema, para a derivada logaritmica de G(s) tense que:
! p—1
G'(s) )4 Z ( 1 s ) ’
G(s) s2

Sn, n sn

onde a serie converxe unlformemente sobre cada compacto de C. Logo:
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n=1

Sexa R > 0 e consideremos a funciéon Fr : C — C dada por:

Fr(s)=G(s) ] (1—i)_1, seC.

S
[sn|<R "

Temos pois que Fg é unha funcion enteira que non ten ceros no circulo B(0, R), logo debe
existir unha funcién Hg holomorfa nun circulo aberto que contén 6 anterior, tal que

Fr(s) = e!r(s)
neste circulo mais grande, e en particular para todo s tal que |s| < R. Posto que
70 = Fp(0) = 1,

resulta que Hg(0) = 2kmi para algin k € Z. Enton tomando Hgr — 2kmi en lugar de Hg,
podese suponer Hg(0) = 0.
Calculando a derivada logaritmica de

ef"®) = Fy(s) = G(s) [] (1 N i) 71

[sn|<R

con s no circulo aberto que contén a B(0, R), obtemos:

7

C o Fr(s)  G(s) 1
Hi(s) = Fg(s) - G(s) * Sp— S

|sn|<R

Logo

Hg+1)(8):%g((5)) " Z ; p!

e de (18) séguese que

p!
S =T 3 e B0 b < R
[sn|>R

Polo tanto probar que ¢®?t1) = 0 é equivalente a probar as dias seguintes:

) p!
].) hmR_>oo Z|3n‘>R W = O, \V/S < (C,
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2) limp_,00 ‘Hg)ﬂ)(s)

=0, Vs e C.

Consideremos o circulo |s| < £. Para [s,| > R temos que

R
S 5 S
’3n_5’:‘5n|1__n Z|5n‘<1_%>:%7
logo
1 2
|$n =8| = snl’
co cal | .
p: (p+1)
S e ¥
|sn|>R |50 — sfP*! |sn|>R |8”’p+1’
pero a serie Z|Sn|> R Mﬁ ¢ converxente, (segundo anunciamos 6 principio da demostracion),

e en consecuencia

, p! _
A > =0 Vs

[sn|>R

e 1) esta probado.
Vesamos agora que o outro limite tamén e 0. Se |s| = 2R. e |s,| < R, tense que —— > R,

lsnl
logo
s 2R
1—— —1>——-1=1
' - R ’

S
Z —

Sn Sn

e asi

co cal
|Fr(s)| < |G(s)| se |s|=2R.

Pero dende que G(s) é unha funcion enteira de orde «, para e > 0 temos que
|Fr(s)| < e®R*|s| = 2R, VR > 0,

e dado que Fg(s) é unha funcion enteira, polo principio do modulo méximo a tltima des-
igualdade se mantén no circulo |s| < 2R, é dicir

|Fr(s)] < @R 15| < 2R,

e en particular
)a+5

|Fr(s)| < e®P" se|s| < R.
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Polo tanto,
ReHg(s) = In|Fg(s)] < (2R)***, se |s| < R,

e aplicando o apartado i) de b) do lema 2.16 obtemos:

20+ 1)IR
1 «
|H}({P+ )($)| < W(QR) +5’ se |$| =r< R,
en particular para |s| =r = %, o anterior se converte en
2 IR
|H1(§+1)(S)| < (p+ ) (QR)a—i-a < C(E)Ra+a—(p+1)’

Ui

onde c(e) = (p+1)!1207¢*+3 ¢ unha constante que non depende de R. De novo polo principio
do mddulo méximo a anterior desigualdade se mantén no circulo |s| < %, isto é

R
HF V()] < e( R0, se || < <.

Agora, dado que a < [a| +1 = p+ 1 para ¢ suficientemente pequeno resulta que o+ € <
p+ 1, ou se se prefire, « +¢ — (p+ 1) < 0, entéon pasando a limites a altima desigualdade
cando R — oo, concluimos

lim |HE(s)| =0,
R— 00

co cal 2) tamén estd probado, e asi g**1(s) = 0 como desexédbamos ver.
[

Exemplo:
O teorema de factorizacion de Hadamard podese aplicar para obter de unha forma sinxela
o produto infinito da funcion:

00 2
S

SeHSZSH 1-— 55 |-
n2mw

n=1

Vexamos que f(s) =sens ten orde 1.
Para s = o +it, usando a relaciéon fundamental sen s = sen o cosh t 47 cos o senh ¢, resulta
que

|sen s|* = |sen o cosht + i cos o senh t|?
= sen’ o cosh? t 4 cos® o senh? ¢
= sen? o(1 + senh?t) + cos® o senh? ¢
= sen’ o + senh?t

< 1+ senh?®t = cosh?t,
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é dicir

|sen s|? < cosh®t = |sen s| < | cosht|,
é dicir

el +et : P
|sens| < |cosht| = |——| < |e!]| = e = ™ < el
de onde nln M Il "
a= h’mLf(r): lfm ¢ =1, (r=1s|)
=00 Inr r—oo  Inr

que é a orde de f(s).
Os ceros da funcion sen s venen sendo so = 0 e s, = £mm con m = 1,2, ..., e son ceros

simples, e a serie
o0

S
n=1 |Sn|27

é converxente. De aqui polo teorema de factorizaciéon de Hadamard séguese:
= s
5
sens = e**g H 1—— e
Sn
n=1

— eaerbS (1 _ i) 6% . (1 + E) 67% . <1 — i) 6%
T T 2T

(e.@)
= 5Tbg H (1 — > )
Como o seno é unha funciéon impar,

n=1
sen(—s) = —e s H 1-— = —¢ s H 1— = —sens,
n?m? n2m?
n=1 n=1

2
n2m2

de onde

b

_6fas+b5 — _eas+b8 & e spb — €a56b = 62as — 17

co cal a = 0, e asi temos

00 2

b S
sens:es”(l— 22),

nm

n=1

ou se se prefire

0 2
sen s b s
:e” 1-— 55 | -
S nem
n=1

=1, logo debe ser b = 0, que finalmente

00 2
S
sens—s”(l— 5 2).
n4m
n=1

sen s

Sen embargo lim, .
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Resenia matemdtica: Jackes Hadamard (1865-1963). Foi un matemdtico francés. Entre os
seus logros mdis relevantes cabe destacar a proba do teorema do numero primo, estableci-
da tamén de forma independente polo matemadtico belga Charles-Jean de la Vallée Poussin.
Tamén estableceu a nocion de problema ben plantado no campo das ecuacions diferencias,
colaborou no establecemento das bases do cdlculo infinitesimal e desenrolou o teorema sobre
o valor absoluto dun determinante. Aparte dos seus logros matemdticos, tamén se interesou
polos procesos mentais que levan aos cientificos a facer os seus descubrimentos, como quedou
plasmado na sia obra "Ensaio sobre la psicoloxia da invencion no campo das matemdticas”.
Como anécdota, contase que un dia mentres paseaba co seu pai polas vecifianzas da Ecole
Normale, tiveron a sequinte conversacion:

- +F aqui onde se aprende matemdticas?

- 8%, na Ecole Normale, no departamento de ciencias.

- Daquela eu non virei.

En 1884 fizo as probas para ingresar na Ecole Polytechnique e na Ecole Normale Supérieure,
onde obtivo o niumero un para acceder a ambas. Cabe mencionar que as prazas eran limita-
das, 45 concretamente, e habia mdis de 1000 candidatos. Entre diubidas de que praza tomar,
d final apoidndose no seu amigo Charles Emile Picard, decidiu converterse nun normalian.
A investigacion de Hadamard foi altamente reconecida. En 1898 unha comision formada por
Hermaite, Poincaré, Bertrand e Sarrau lle conceden o Premio de Poncelet polo seu traballo
nos ultimos dez anos. Foi nomeado doutor honoris causa pola Universidade de Gotinga. Esta
¢ a uniwersidade de Gauus, Dirichlet, Riemann e Hilbert. Este ultimo incluiu o nome de
Hadamard nunha corta lista dos matemdticos franceses e alemdns mellores da época.

A desgracia asolou a sua porta durante o periodo da primeira guerra mundial, onde os seus
dous fillos, Pierre e Etienne, perderon a vida no fronte. Esta trazedia marcou a sia vida.
Chegou a comentar que nos anos comprendidos entre 1893 e 1916 transcorreron os mellores
anos da sia vida. Durante a sequnda guerra mundial, viuse obrigado a emigrar, consecuencia
do acoso nazi, pois Hadamard era de descendencia rudia. Durante este periodo pasou diverso
tempo en varias universidades, como a de Harvard. En 1945 regresou a Furopa, invitado pola
London Mathematical Society. Hadamard ganouse o sobrenome de lenda viva das matemdti-
cas. As universidades mdis prestiziosas invitdbano os seus congresos constantemente.
Morreu o 17 de outubro de 1963 despois de ver como era distinguido cos mdis altos galardons
de innumerables unwersidades, gobernos e institucions, pero sobre todo co reconecemento da
comunidade matemdtica mundial. Foi este iltimo feito o unico polo que a siua investigacion
matemdtica se viu interrompida, pero a sua obra seque patente nos nosos dias.




Capitulo 3

A funcion Gamma de Euler

3.1. Definicién e primeiras propiedades.

A funcién gamma de Euler definese como

1 st s s
= s 1 —) “n
T(s) se H ( + - e n,

n=1

onde v é a constante de Fuler.

A mencion do visto no tema anterior, a funcion I'"!(s) ¢ enteira de orde polo menos un.
Ademais, I'(s) é analitica en C excepto nos puntos s = 0,—1,—2,..., —n, ..., onde presenta
polos simples.

Teorema 3.1 (A formula de Euler). Para s € C — {0, —1, -2, ... } verificase:

r(s)zéﬁ(H%)S(H%)_l (1)

n=1

41
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Proba. Das definicions de produto infinito e a funcion I'(s), obtemos:

1 it s s
= se7® 1 _> T
T(s) se H ( + - e

n=1

m—r 00

— 5 lfm "X n—nm) 1oy H (1 + f) e
m—o0 ol n

=s lim es(ZL %—mm)es(— o) H (1 + f)
n

m—00
=1

o s —slnm = f
= Jim e [T (14 )

3

Corolario 3.2 (A formula de Gauss). Para s € C —{0,—1, -2, ... } verificase:

nl-n
T = 1i .
() = M T v )

Proba.

1 ,1m S ,1mn—|—s
r@ﬁ%&%ﬂ@+ﬂﬁﬂﬂ%n<n)

_ lim s (s+1) (s+2) (s+m)
m—00 M5 1 2 m
(st (s 1) (s m)

m—0o0 m!ms




3.1. DEFINICION E PRIMEIRAS PROPIEDADES.

logo

m! - m?

[(s) = 7%1_1}1(130 s(s+ 1) (s+m)

Corolario 3.3.

Proba. Polo corolario 3.2 temos que

nl-n
I'1)= ilm ——
(> nggol.Q...(n+1)

1
— lim —— — Im (1— —1,

e tamén
1.n2
I(2) = lim e
n—so0 2-3--n(n+1)(n+2)
— 1)In?
= lim T iDL
2 2
= lim (1-— i
n—o00 2+n n—o00 n2+n
1
= lim (1— ) =1
Logo

Teorema 3.4 (Ecuacion funcional). Para s € C —{0,—1, -2, ... } verificase:

[(s+1)=sI(s).

43
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Proba. Da formula de Euler (1) obtemos,

Moy sy, 0D (s
I['(s) s+ Lmoood (14 1) (14 25)7
s m (”"‘Slli_H . +n+1

- s+ 1 nllﬁn;o H n+1)s n

n+s

VS

- 1
_ S h’mHn+ ) n—+s
s—l—lmﬁoo n n+s+1

s i 2 14+s 3 2—|—s 4 3+s m—+1 m—+ s
= 1m —_ . cee .
s+ 1mooo \ 1 s+2 2 5+ 3 3 s+4 m s+m+1

Sy LHs)m A1)
s+1mosoo s+m-+1

s - (I+s)ym+(1+5s)
s+ 1 m—oo s+m—+1

s

Asi que
[(s+1)=sI(s).

Corolario 3.5. Para cada nimero natural,

I'(n+1)=nl

Proba. Dado que para todo s € C — {0,—1,—2,... } se cumpre que I'(s + 1) =

particular para n € N — {0}, sera

I'n+1)=nl'(n) =n(n—-1)I'n-1)
=n(n—1)(n—2)I'(n—2)

=n(n—1)(n—2)--2I'(1)
=nl,
pois I'(1) = 1.

Para n = 0, definese 0! = I'(1) = 1.

Corolario 3.6 (Formula de duplicacion). Para cada nimero natural,

I'(2n)T (%) — 92l p(n)T (n 4 %) |

sI'(s), en
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1 2n)! 1
Proba. Primeiramente imos ver que I (n + —) (2n) r (—) )

Fn ofocto 2) " 22pl \2
F<n—i—%> _ (n—%)F(n—%)
(e Yed
~(-3) (=3) (=3 (+-3)
(YY1
— Lon—1)@n—3)2n—5) ~-5-3-1-F(1>

|
_ (2n)! T 1 7
22np)! 2

2n — 1)! 2n)!
onde usamos a identidade (2n — 1)!! = (2n — 1) = (2n) :
(2n —2)I  27nl

Por outra banda

I'n)=T2n—-1+1)=(2n—1)!
=(2n—1)(2n —2)(2n — 3) ---nl'(n).

Asi,
L)L (n+3) L(n)gzin L (3)
['(2n) (2n —1)(2n —2)(2n — 3) ---nl'(n)
_ T(m)2n(2n—1)(2n —2)--3-2-T (3)
© 221p)(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3) ---nl'(n)
2 1

2e(l)

En fin,

FW&SZ; 5) _ Q%F (%) = I'(2n)T (%) =217 (n)I (n + %) .
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m
Teorema 3.7 (Formula de complemento). Para cada nimero s non enteiro,

™

T(s)D(1 — ) =

sen s

Proba. No exemplo do teorema de factorizacion de Hadamard vimos que

00 2
II(1--
sens = s —
n2w2 )’

n=1

e dado que a funcién sens é enteira, por prolongacion analitica, non hai ambigiiidade en
intercambiar s — 7s. Deste xeito

SeIlﬂ'S:ﬂ'SH 1——2 ,
n

n=1
ou se se prefire
1 TS
s\  senws’
e (1-5
n=1 TL2

Doutra banda, a formula de Euler vista no teorema 3.1 permitenos escribir

CHNEHN

D(s)I(~s) = 3ﬁ (1+2) (1+2) ] —iﬁ
-5 Hf_j (1-3)

ssenms

E da ecuacién funcional vista no teorema 3.4 deducimos

—6T(—s) = T(1 — 5) = [(—s) = m_—j)
Asi que
s (=s) = F(S)F(l—; ; - ss;nﬂws = TN =) = seI71T7rs

Corolario 3.8.



3.2. REPRESENTACION INTEGRAL.

) e )r(e-d)

Proba. Tense que

e polo teorema anterior,

de onde,

logo debe ser

3.2. Representacion integral.

Teorema 3.9 (A formula integral). Para Res > 0,

I'(s) :/ e "u* " du.
0

47

Proba. Para Re > o9 > 0, imos ver que a integral do lado dereito converxe uniformemente,

e polo tanto, representa a unha funcién analitica no semiplano Re > 0.

Sexa (2 := {s € C/Res > 0y > 0}. Vexamos en primeiro lugar que a integral define unha
funcion holomorfa sobre 2. Polo teorema 1.10, (e o seu homologo para integrais de segunda

especie), é suficiente probar que cada unha das seguintes integrais

1 00
/ e v du, / e v du,
0 1

converxen uniformemente sobre cada compacto de ).
Sexa pois K C {2 un compacto.
Como K é compacto existen a, A € R tales que

0<a<Res< A, Vse K.
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Seu>1es e K, temos que:

|us—1| — |ua+itu—1| — |ua+it||u—1| — ua—l S UA_l

Y

lim v te 2" =0=Jec>0 tal que uAlem v <ec Vu>1.

U—00

Destas duas concluimos

e—uus—1| — 6—u|us—1| S e—uuA—l
1 1
— €—§u6_§uuA—1

1y

<ce 2.
Agora dado que a funcion ¢ : [1,00) — R dada por ¢(u) = ce 2% verifica:

o 1 z 1
/ ce 2%du = lim ce 2"du
1

Tr—r0o0 1
) T 1 1, ) _1, T
= —2¢ lim ——e 2% u = —2¢c lim |e 2
z—oo fq 2 T—>00 1
, _z _1 2c
=—2clim |e72 —e" 2| = — < o0,
T—00 ez

resulta que a integral floo e~ “u*"tdu, en virtude do teorema 1.9, é uniformemente converxente
sobre cada compacto K.
Se0<u<1leseK,temos que:

(Res — Dlnu < (a — 1) Inu = Inu®™! <Inu* ! = B <yt

logo

|67uu371‘ S ‘usfl‘ — uResfl S ua717

€ como

! 1 v 1
udu=-1lim [ au*'du= = lim [u"];
0 a r—1 0 a r—1

1
== < o0,
a
concluimos polo andlogo para integrais de segunda especie do teorema 1.9, que a integral
fol e “u*"tdu é uniformemente converxente sobre K.
En consecuencia, a funciéon f : Q@ — C, s — fooo e “u*"tdu é holomorfa, e polo tanto
analitica en {2, que era o pretendiamos ver.
Agora, dado que a funciéon I'(s) tamén e analitica en €0, para probar que ambas funcions
coinciden en €2, polo principio de identidade para funcions holomorfas, sera suficiente probar
que coincide en [1,00), isto &,

['(z) = / e "y ldu Va € [1,00).
0
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Integrando n—veces por partes obtemos:

[ O- e (=0 ] 2 [ ()

1 1 1 -1 -2 1 (™
—_ — . . n . n ee _/ uz—"_n_ldu
r x+1 x+n-—1 n n n Jo
1 1 1 n—1 n—-2 1 1 [a:Jrn}”
r z+1 z4+n—-1 n n n r+n 0
1 1 1 n—1 n—-2 1 n*™m
oz 41 z+n-1 n n n r+n
11 1 (n—1)! n*-n-n"!
oz z4+1 z4+n—-1 npol r+n
B n!n®
S a(r+ 1) (x4n)
E dicir,
[ L ———
0 n z(x+ 1) (z+n)
e tendo presente a formula de Gauss vista no corolario 3.2, resulta
n I
lim (1 — E) uldu = lim nn
= I(x)
Para rematar, vexamos que
¢ " U z—1 OO —u, x—1
lim (1——)u du:/ e "u" du, Ve > 1.
n—oo 0 n 0
Afirmamos que para 0 < u < n a seguinte desigualdade verificase:
u\™ u?
oge—“—(1——> <ev. L 2)
n n

En efecto, se u = n o resultado é obvio. Suponiamos pois 0 < u < n. Tendo en conta as
seguintes desigualdades fundamentais:

a) —y>In(l—y), se 0<y<1,
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b) y >In(1+y), se 0 <y <1,
c) (14+y)">1—ny, se 0<y<1, n>1

De 0 <u < mnserd 0 < * <1, logo de a) e b) deducimos respectivamente:

e > n(-3) — 1 _ Y% o ou > (1 — E>n (3)
n n
en > en(1+3) — 1 + Lo o> <1 + E>n (4)
n n

Co cal a afirmacion (2) é certa.
Enton se 0 <u <mnex € [l,00), temos que:

n z+1
0< [e_“ — (1 — E) ] url < e_“u

n n
e asi
n n x+1
_ u\n"] LU
0< [e“—(l——)]u”C Ydu < e v du
0 n 0 n
1 o0
< —/ e “u"du — 0, cando n — oo,
nJo
pois a dltima integral converxe, acorde 6 visto con anterioridade.
Consecuentemente
n
0= lim [6_" — (1 — E)W utdu
n—o0 Jq n
n n u n
= lim e "y du — lfm (1 — —) u*tdu
n—oo fq n—oo J n

:/ e “u" tdu — T'(z),
0
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é dicir,

O
Corolario 3.10. -
/ e~ du = Nz
Proba. Por ser o integrando unha funcién par,
1 o0 oo
—/ e du = / e‘“Qdu,
2 —00 0
1
que considerando o cambio de variable t = v? = u = Vt = du = 2—\/Edt, resulta
e > 1
e " du :/ et ——dt
/0 0 2/t
= 1/ et ldt
2 Jo
_lp (o vm
2\ 2 2
logo
1 (o.9] o
—/ e du = ﬁ = / e du= /7
2 ) 2 e~
m

3.3. A férmula de Stirling

A importancia da formula de Stirling radica en que describe o comportamento de T'(s)
cando |s| — o0.
A continuacion imos definir a funcion InT'(s). Para cada s € C — (—o00, 0] consideremos a

funcion dada por N
o(s) == —lns—ys—z [ln <1+%> - %] ;

n=1

onde In se refire o logaritmo principal,
Ins = In|s| 4+ tArg(s),

sendo Arg(s) o argumento principal definido en [—m, 7).
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Referindonos 6 logaritmo principal, a funcion In : C — (—o00,0] — C é holomorfa. Imos
ver que ¢(s) é holomorfa en C — (—o00, 0] e para isto bastara ver que a serie do lado dereito
converxe uniformemente sobre cada compacto do mencionado dominio.

Sexa pois |s| < R con R > 0. Para n > R, temos que

m(e ) =2 ()

co cal

|
I
[]e
N
>~|=
N
_l’_
AN
VN
S|
N——
ol

ln(1+£>—s
n n

Acoutando agora modularmente obtemos:

s s 1 sk < 1 /R\"
(e 2) -2 <22 < (5)
R2

k=2 k=2
le=sk 1 2%
<N 2 —Z._n
_2271 2 1-£&
k=2 n
1 R?
= —. >R
2 n(n—R)’ en

s\_s| ol e R’
\m@+ﬁfvﬂ§§¢_g: CEE S
e dado que
a i 2n+1
n+1)2 ,
mn(1—-"") = lim n 1—% =lmn|—)=2>1,
n—00 A, n—00 ol n—00 (n + 1)2

. . , . 2, . . .
o criterio de Raabe conclie que a serie Y~ % ¢ converxente, e en consecuencia o criterio

M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie

> ()3,

n=1

asi que ¢(s) é holomorfa en C — (—o0, 0], como queriamos ver.
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Notemos ademais que

para calquera s € C — (—o0,0].
En particular, para s > 0 real, I'(s) é real maior que cero, e enton ten sentido considerar
o logaritmo ordinario InT'(s). Notemos que neste caso tamén ¢(s) é real, e de

e?(s) — I(s) = e Tls)
deducimos que
¢(s) =InT(s) Vs> 0.

Por esta razon se usa a notacion

[e.9]

Inl(s) := —lns—fys—z [ln (1+2) —%} ,

n=1

para calquera s € C—(—o00,0]. A funciéon InT'(s) é pois holomorfa en dito dominio, e coincide
co logaritmo ordinario en (0, 00).
O resultado fundamental desta secciéon é, como caberia esperar, o seguinte teorema:

Teorema 3.11 (A formula de Stirling). Para s € C — (—o00, 0] tense que

1 oo
Inl(s) = (s - —) Ins— s—l—ln\/27r—/ pl(u)du,
2 0 Stu

onde py(u) = {u} — 3.

Proba. Suponamos polo momento que s > 0 é real e apliquemos a formula de sumaciéon de
Euler a funcion f(u) = In(s + u).

n

Y fk)=> I(s+k) =In]](s+k)

k=0

[ 1 " pi(u)
—/0 1n(3+u)du+2(1n(s+n)+lns)+/0 s—l—udu'

Dado que f Inxdxr = xInz — z, aplicando o mesmo argumento de integracion por partes
a primeira integral da anterior igualdade resulta:

/Onln(s+u)du: (s+u)ln(s+u) — (s+u)]y =(s+n)In(s+n) —(s+n) —slns+s

=(s+n)In(s+n) —n—slns,
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que substituindo

= 1 1 "
lnH(s—l—k):(s—l—n)ln(s—i—n)—n—slns—i—51n(s+n)+§lns—|—/ pl(u)du (5)
= 0

s+u

En particular para s =1:

lnﬁ(l—i—k):(1—|—n)1n(1+n)—n+%(1+n)+/n%du (6)

Restando (6) a (5), para o lado esquerdo da igualdade obtemos:

nn s n _ Hk o(3+k)
RIC H”k =l (Hk 0<1+k>)
).

s(s+1)-(s+n)
=In ,
nl(n+1)
e asi

1) .- 1 1
In s(s —;l()n+<f)+n) =sln(s+n)+nln(s +n) —slns+§(s+n)—|—§lns—ln(1+n)—
—nln(1+n)—1(1+n)+/nwdu—/n—pl(u)du (7)

2 0 S+ u 0 14+u

Tendo en conta as dias seguintes identidades,

sln(s+n)=sln (n (1+£>> =Inn®+ sln <1+f>
n n

ln(l—i—n):ln(n(l—i—%)) :lnn—i-ln(l—l—%),

usadas convenientemente, (7) convértese en:

s(s+ 1) (s+n)

1
" nl(n+1)

1
=Inn®+sln <1+£> +nlnn+nln (1+£) —slns+§lnn+
n n

1 1 1 1
+—ln<1+£>+—lns—lnn—ln 1+—)—nlnn—nln({l1+—-|—
2 n 2 n n

1 1 1 " "
——Inn——-In(1+— +/ pl(u)du—/ pl(u)du, (8)
2 2 n 0o S+u o 1+u

S ) (s tm) | s(st ) (s )
nl(n+1) n!
:lns(s+1)...(s+n) Clun—In (1+%)’

n!

pero

In

—In(n+1)
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que pasando Inn® en (8) 6 lado esquerdo e operando, obtemos
1) ... 1 1
1n8(3+ ) (S_I_n):sln(l—l—i)—i- n+ - ln<1—|—£>— s—=]Ilns—
nlns n 2 n 2

1 1 n n
(e N\ m(14L +/ pl(U)dU_/ prlu) o
2 n 0 St+u o 1+u
Pasando limites & anterior igualdade cando n — oo, para o lado esquerdo tendo presente

a formula de Gauss que vimos no corolario 3.2, é sinxelo ver que se converte en In =~. Para

) T(s)
o dereito, temos que:
, 1 s , s\ 1 s
lm (n+ = 1n<1+—> — lim 1n(1+—> + = lim 1n<1+—>

1\ )
zh’mlrl((l—kg) ) =Ine’ = s,
n— o0 ;

e de xeito similar,

Polo tanto,

1 1 o o
In—=s5—(s5—= lns—1+/ pl(u)du—/ pl(u)du,
[(s) 2 0 SH+u o l4+u

ou equivalentemente,

lnF(s):(s—%)lns—s+1+/ooowdu—/ooowdu 9)

+u sS+u

Esta tltima igualdade é certa para todo s € (0,00). No lema seguinte 3.12 probaremos
que a funcion:

(e}
C—(-00,0] — C, s+ / pl(u)du,
o Stu
é holomorfa, e polo tanto todas as expresions do lado dereito de (9) serian holomorfas no
aberto conexo C — (—o0, 0]. Polo principio de identidade de funcions analiticas teriamos que
a igualdade é valida para calquera s € C — (—o0, 0].
Para rematar esta demostraciéon vexamos que:

1+ /o fl_f_u) du = In /7.

u

Da ecuacion funcional vista no teorema 3.4 deducimos, como xa vimos, que

['(1l-s)=—s'(-s), VseC-Z.
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Tamén a féormula do complemento vista no teorema 3.7 permitenos escribir:

C(s)I'(1—s) =

, VseC—{0,-1,-2,...,—n,...}

Sen s

Entén

[(s)[(~s)= — " VseC—2Z.

ssenms’
Ademais, das propiedades elementais de conxugados de nimeros complexos, da féormula
de Gauss vista no corolario 3.2 concluimos que I'(5) = I'(s), e ast

T(s)] = /T (s)I(s) = VT (s)T(5).

Logo para t € R, con t > 0 temos:
['(it)| = /Tt)['(—it) = /| ———
[P(t)] = VI (—it) = /-
_ﬂ' .

—T
B 2m
o Z’t%(e—ﬂt — emt) t(em — e=mt)’

21 . ‘
In m = In |T'(it)| = Rel'(it).

ou equivalentemente

Tomando en (9) s =it e tendo presente esta tltima igualdade, resulta:

Rel(it) = Re [(zt—%) ln(it)—it—/ooo '_Ol(u)du] +1+/Ooo n g,

it 4+t 14+u

1 t o o0
= ——lnt— = — Re/ pl(u) du + 1+/ pl(u)du.
2 2 0o +u o 14w

No lema 3.13 posterior veremos que:

h’m/ TN
t—oo Jq it +u

du na igualdade previa e pasando a limites cando t — oo,

Enton despexando 14 [ fliu)
u

< p1(u) ) [ 27 1 mt
1 du =1 Iny/——+ -Int + —
+/0 Tru " S n\/t(e”—e‘”)—i_Zn +2
—ln 2—7T+ln\/f+lne%t
t(eﬂ't _ e—ﬂ't)

, 2mte™
=lmlny/——,
t—00 t(eﬂ't _ e—7rt)

= lim
t—o00
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pero
) 27Tt€7l't 7rt
tll{go In t(eﬂt e 7rt tligé In —27rt
_ tli)I{.lo In m =In 7T,
co cal .
14 / p(v) du = In V2.
o l+4+u

A continuacién probaremos os lemas que quedan par rematar a demostracion. O
Lema 3.12. Seza ps : R — R a funcidn tal que pa(u) = 3(u® —u) para 0 < u < 1 e

estendida a R de modo que sexa periddica de periodo 1. Verificase que:

C — (00,0] — C, 3—)/ s+u)) du,

¢ unha funcion holomorfa, e sia derivada é:

C — (00,0] — C, s—>—2/ Mdu.
o (s+u)?

> pa(u) Y ()
/0 mdu_/o s—l——udu Vs e C—(c0,0].

Proba. Nétese que py : u € [0,00) — pa(u) = p2(u — [u]) € R.
Enton pa(n) =0, Vn € N, py é acoutada, e ph(u) = p1(u) Vu € (n,n+1), n € Z.
Vexamos que a funcion indicada é holomorfa.
A funcion:

Ademais:

pa(u)
SGC—(—O0,0]'—)W GC,

é holomorfa. Polo teorema 1.10 serd suficiente probar que a integral fo du converxe
uniformemente sobre cada compacto K de C — (—o0,0].
Sexa K un compacto. Enton existe M > 0 tal que |s| < M para todo s € K. Abonda
pa(u)
s +u)?
a funcion po(u) é acoutada existirad ¢ > 0 tal que |pa(u)| < ¢ calquera que sexa u. Enton para
u>M+1ese K temos que:

. . o0
con probar que converxe uniformemente sobre K a integral [ Ml du. Dado que que

|s +ul > |ul —|s| =u—|s| >u—M>0,
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co cal
|3+u|2 > (u— M)2,
é dicir
1 1
< b
ls +u|2 = (u— M)?
e asi
pa(u) _ |p2(u)] < ¢
(s+u)?| |s+ul = (u—-M)*

Pero a integral

(e 9]

/00 ;du—c[ -1 } =c <0
M+1(U_M>2 u—M M+1 7

polo que o teorema 1.9 garante que a integral fooo %du converxe uniformemente sobre K.
De aqui séguese polo teorema 1.10 que a derivada da funcion

pa(u)
(s + u)zd ’

C — (00,0] — C, s—>/
0

é a funcion .
C — (00,0] — C, 8%—2/ Mdu.
o (s+u)?

Probemos agora a igualdade:

/OOO pa(u) du:/ooowdu Vs e C— (00,0

(54 u)? s+u

Tense que ph(u) = p1(u) Yu ¢ N.
Sexa b > 0 real, integrando por partes obtemos:

[ 2= [20] e [
:Pz(b)+/b p2(u) d

s+b (s +u)?
Agora
p2(b) < A — 0 se b— o0,
(s+b) |s + b
sendo A > 0 tal que [py(u)| < A, calquera que sexa u.
Logo
p2(b) —0 se b— o0,
s5+0b
e polo tanto
/ pa(u) du:/ Malu VseC—(—o0,0l.
o (s+u)? 0 SHu
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Fagamos aqui un inciso para recordar que un dos nosos obxectivos era probar que a
funciéon

C — (—00,0] — C dada por sn—>/ pl(u)du,
o Stu

¢ holomorfa, e ca anterior igualdade xa temos isto cumprido. Polo tanto a expresion (9) :

1 o0
lnF(s):<S—§)1n3—8+1+1n\/27r—/ Mdu
0

S+ u

vista na proba da formula de Stirling define unha funcion holomorfa no aberto conexo C —
(—00, 0], que era un dos nosos obxectivos.

Lema 3.13. Parat € R con t > 0, verificase:

h’m/ p) g — g
t—oo [ it +u

Proba. Isto é consecuencia do lema previo e tendo en conta o seguinte resultado: ]

Lema 3.14. Seza 6 € R tal que 0 < § < w. Ezxiste M > 0 tal que:

| epe=o ()

para todo s € C — {0} que verifique —m + § < arg(s) < m — 4.

Proba. Sexa pois § > 0 un namero real tal que 0 < 6 < 7 e s € C — {0} verificando
—m+ 9§ <60 <m—9J, onde § = arg(s).
Dende que py(u) é acoutada sera

/OOO %du' < /OOO \sjl-—uuP’ (10)

sendo ¢; > 0 tal que |pa(u)| < ¢1, calquera que sexa u.
Vexamos que —cosd < cos .
Dado que —m+ 0 < 60 <7 — 4, sera:

I(s) :==

cos(—m +9) < cosf se § <0
cosf > cos(m —9) se >0

Ademais, das relacions fundamentais trigonométricas, deducimos

cos(—m +0) = cosmcosd +senmsend = —cosd = —cosd < cos 0,

cos(m — 6) = cos(—(—m 4+ 0)) = —cosd = —cosd < cosb.
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En calquera caso, —cosd < cos6.
Por outra banda, expresando s na siia forma exponencial de

s+u=u+|s|e” =u+|s|cosf +i|s|send,
deducimos que
s +ul® = |u+|s| cos O +i|s|sen 0]* = (u+ |s| cos0)? + (|s| sen )
= u® + |s]* cos® § + 2u|s| cos O + |s|? sen® @
= |s|* + 2ul|s| cos O + u?
> |s|* — 2uls| cos & + u?,

logo
1 1

|s +u|? = |s]? — 2uls| cosd + u?’

Notemos que |s|* —2u|s| cos § +u? = |(u—|s| cos §) +i|s| sen d]|? > 0, pois se |(u—|s| cos I+
i|s|send)|* = 0 serd ou ben |s| = 0 (= s =0), ou ben send = 0, pero s € C — {0}, logo debe
ser send = 0, o que é absurdo pois 0 < § < 7.

Consecuentemente, (10) pasa a

I(s) < /OO du /OO du
S C =C
= 0 ’3|2 _2U|S|COS(5+U2 ' 0 |s|2sen25 |:<u—|s|c0s6)2+1:|
|s|send
1

B . /OO lafsend du = a arctan U= |51Cos9 ‘S|COS§ b
|s|send J, <u—scos6>2+1 |s| sen & |s| sen & 0

|s| sen §

S (T etan(—cotd)) = — O (T _(5_ T
B \s\sen§<2 arctan( COt(S)) |s| sen d (2 (9 2))
_a(m=46) 1

~ send  |s|’

onde a constante que multiplica a é depende s6 de 9.
Isto proba o lema. O

Finalmente observemos que para s =it con t > 0 :
oo [e.e] 1
Re/ Malug/ Mdu:O -] —0,
0 0 1t +u t
cando t — o0, e asi a formula de Stirling:

1 oo
lnF(s):(s——> lns—s+ln\/27r—/ Mdu,
2 0 8+u

0<

it +u

queda xustificada.
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Corolario 3.15. Para s € C — (—o0,0] ten validez a formula:

"(s) 1 < _pa(u)
F(S):lns—2—s—l—2/0 (s+u)3du

Proba. E consecuencia inmediata da formula de Stirling e da aplicacién do lema 3.12. [

Corolario 3.16. Seza 6 > 0 un numero real tal que 0 < § < 1 e s € C — {0} verificando
—m+ <0 <7m—4, onde 8 = ary(s). Enton:

InT(s) = <s—%> lns—s—i—ln\/%—l—()(r;).

Polo tanto r .
g ETDL_
|s|o0 |s5€75/ 27 5|
e en particular
n!
lim —— =1.

n—oo nNel\/2mn

Proba. A féormula
1 1
InT'(s) = <s — 5) Ins—s+Inv2r+ 0O <ﬂ) ,
s
é consecuencia inmediata da formula de Stirling e dos lemas 3.12 e 3.14.

Probemos que:
C(s + 1)

im ————— =
|s| o0 |s%e—54/2m s
Para s € C — {0,—1,—2, ... }, tendo presenta a ecuacion funcional vista no teorema 3.4
resulta:

L,

s+ [sT(s)]
|sse=s\/2ms|  |sfe=5\/27s|
_ ()l
- |sss’%e*5\/ﬂ|
|lnTe)|

o |eslns€—% Ins,—son v/2r|

1
_ eln F(s)7(37§) In s+s—In+/2m

Entén:
im |F(S + 1)| = lim elnF(s)—<s—%)lns+s—lnm
|s|o0 [s%€75/2ms|  |sl=oo
— lim eRe{lnF(s)—(s—%)lns—l—s—ln\/ﬂ}
|s|—o00

e(ll’rn|s|ﬁOo Re{ln F(s)f(sfé) In s+s—In \/ﬁ}) ]
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Vexamos que

1
lim Re{lnf(s) — (3— 5) lns—l—s—ln\/27r} = 0.

|s|—o0
Como
0 < |Res| < s,
de
1 1
Inl'(s) — (s — 5) Ins+s—Inv2r =0 (—) :

5]

deducimos:

0 < lim

|s]—o00

Re{lnr(s) - (s— %) 1ns+s—1n\/%}‘

1
< ‘l‘im InT'(s) — (3— 5) Ins+s—Inv2r
S|—00
< lim = =0,
5|00 5]

onde ¢ > 0 é unha constante.
Asi pois:
r 1
h/m | (S + )l _ 60 —
|s|—o0 |s5€™5/27s|
O

Corolario 3.17. Sexa 6 > 0 un numero real tal que 0 < § < 1 e s € C— {0} verificando
—m+0<60<m—0, onde 0 = arg(s). Enton:

1 1

Proba. Polo corolario 3.15

1 > pa(v)
—lns— — +92 d
I'(s) e 25 + /0 (s + u)? Y

[ ﬁ)ﬁdu -9 (ﬁ) |

Sexa ¢ > 0 tal que |p2(u)| < ¢, para calquera que sexa u.
O razoamento da demostraciéon e completamente analogo 6 visto no lema 3.14:

Bastara ver que
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o (s+u)? o |s+ul?

* du
<c
N /0 (Is|2 — 2uls| cos § + u?) \/|s|> — 2uls| cos § + u?
/°° du
& Y
o [(u—1s|cosd)?+ A2 \/(u—|s|cosd)?+ N2

I(s) :=

onde A = |s|sen?.
Considerando cambio de variable x = u — |s|cosd, a primitiva a calcular é:

dx
/ (22 + X2)v/22 + 22

que, co cambio z = Atany = dz = A\(1 + tan® y)dy, séguese:

/ A(1 + tan? y) 1 p cosy
Y= Y
A2(1 + tan? )/ A2(1 + tan? y )\2\/1+tan2y A2
)\2 seny.

Saquemos unha expresion para seny :

/1 — sen?

= Aany =z = ALY = seny = T8y = seny = Vo sy
cos Yy A A

7?(1 — sen?y)
22

= (A +2?%)sen’y = 2° = seny =

= sen’y = = Msen’y = 22 — 2?sen’y

X

Finalmente:
1 ‘8|COS§:|
I S < =c|—
( ) B |: $2 + A2 —|s| cos & |:)\2 )‘2|S|
_ c(l4cosd) 1
T sen2d  |s|*

Con isto probamos o corolario.
O

Resenia matemdtica:Leonhard Paul Euler (1707 —1783). Foi un matemdtico e fisico suizo.
O andlises matemdtico € testemuna dun dos grandes zenios da historia. A notacion f(x), a
formula e™ 41 = 0, as funcions trigonométricas, a definicion do nimero e, a irracionalidade
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de ((2), a unidade imazinaria i, e un longo etcétera, son algunhas das marabillas cas que nos
podemos deleitar ¢ abrir algun texto matemdtico.

O longo da sia vida a sia investigacion matemdtica veu a suporier 6 redor de 800 publica-
cions anuais. Ningiun matemdticos superou xamais a producion de Euler, a quen o académico
francés Francois Arago apodou “O andlises encarnado”. Durante case medio século despois
da stia morte continuaron aparecendo obras inéditas de Euler nas publicacions da Academia
de San Petersburgo.

Pronto adquiriu fama internacional. A sia facilidade para realizar cdlculos que involucraban
cifras moi elevadas era notable. Contase que sabia de memoria as seis primeiras potencias
dos cen primeiros nimeros. Os seus alumnos recorrian a el para corroborar certos cdlculos
de series infinitas quedando pasmados ca ferramenta de cdlculo de seu profesor.

Neste traballo presentamos a relacion establecida por Euler entre a funcion zeta e os nu-
meros primos. A proba que el ofreceu no seu tempo require duns minimos conecementos de
dlrebra, penso que nin sequera iso. A pesar de ser un gran renio non presumia dilo. A siua
persoa era respectada por personazxes da alta nobreza. De feito recibia invitacions constantes
de diversos paises para traballar alf.

Durante a invasion rusa a Alemana o exército saqueou unha granza que era da sia propieda-
de. O acto chegou a conecemento do xeneral e a perda foille rapidamente reposta, inclusive
foi obsequiado con 4000 florins pola emperatriz Isabel cando se decatou do sucedido.

A producion matemdtica de Euler englobaba as matemdticas como un todo comun. Practica-
mente todas as fronteiras matemdticas, tanto pura como aplicada, dos niveis mdis elementais
ata 0s mdis avanzados, foron testemuna da sua pluma. A notacion matemdtica empregada
hoxe en dia pddese afirmar que € mdis debida a Fuler que a ningin outro matemdtico ¢ longo
da historia.

A wista de Euler viuse en decaida a partir dos seus 30 anos. Durante un acto de guerra,
o fogo cruzado provocou chamas de lume na casa de Fuler. Un compatriota, Peter Grim,
salvou a Euler do lume, estaba practicamente cego. Ainda que se perderon algins libros, sal-
vouse a sua vida, moito mdis importante, e algins dos seus escritos mdis prezados. Unha
operacion devolveulle a vista, pero esa alegria duroulle ben pouco. Os tultimos dezasete anos
da stia vida pasounos sen apenas vision, pero nin esa traxedia consequiu interromper a suas
wnwvestigacions e publicacions cientificas.

Faleceu en 1783 a idade de 76 anos, de maneira case repentina mentres tomaba té e xo-
gaba cun dos seus netos.



Capitulo 4

A funciéon Zeta de Riemann

4.1. Definicién e féormula de Euler
Definiciéon 4.1. Para s € C con Res = 0 > 1, definese a funcién zeta de Riemann como:

1
((s) = v
n=1

Observemos que a serie do lado dereito da anterior igualdade converxe absoluta e unifor-
memente, pois se 0 > 09 > 1 en > 1, sera:

1 1 1 1
e | Ipetit| T o+t - | |eitinn|
1 1
= =<
ne noo

€ como

= 1 | 1
E —<1+/ —du =1+ S— < 00,
noo 1 ulo 09— 1 op— 1

n=1

é unha serie converxente, de

- : : 1 .
deducese do criterio M-Weierstrass que a serie >~ | — converxe absoluta e uniformemente
n

no aberto conexo 2 = {s € C/Res > 1}, e en consecuencia, ((s) representa unha funcion
analitica en dito semiplano.
No que segue, salvo indicacion explicita, denotaremos o = Res.

65
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Teorema 4.2 (O produto de Euler). Para o > 1,

onde p recorre todolos numeros primos.

Proba. Sexa S un conxunto de niimeros primos e denotemos por
7(S) := {m > 1/0Os factores primos de m estan en S}.

En particular, 7(@) = {1}.

Veremos que por inducion sobre Card(S) que para S finito verificase:

(-1 =% 4 i

peES men(S)

Observacion: Notemos que debido a converxencia absoluta da serie non é necesario preo-
cuparse da orde da multiplicacion e da suma. Ademais, dado que o > 1, resulta que |[p~*| =
p~? < 1, e polo tanto cada factor do produto infinito do enunciado o podemos poner como
unha progresion xeométrica da seguinte forma:

o0

<>ﬁz—

pS

1) Paso base: Se S = &, enton, co convenio de tomar igual a 1 todo produto sobre o
conxunto baleiro, a igualdade redicese a 1 = 1, logo é certa.

2) Hipoteses de inducion: Suponamos que a igualdade (1) se verifica para S, e sexa p’ un
primo tal que p’ ¢ S, e vexamos que se verifica para S U {p'}.

En virtude do teorema fundamental da aritmética, tense que:

my € T1(SU{P'}) & 3Am e n(S), Nk >0/m; =mp™.
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Temos pois que:

1\ ! 1\ 1\
peSU{p’} p p peS p
= — — ipoteses de inducion
p/s ms ? p
memn(S)
=1 1 e
= — — |, (Observacion feita)
p S ms
k=0 memn(S)

1
-y

miem(SU{p’})

o que proba a igualdade (1).
Sexa agora x > 2 un natural, e definamos:

S(x) :=={p/p < z}.

E claro que se m ¢ 7(S(x)), entéon m > x.
Temos pois que:

p<z peS(x
1
=((s) — Z —
men(S(x))
B 1
= —
mgn(S(z))
enton
1\ ! 1
0§C®—I11—; = > —
p<z mgn(S(z))
1 1
mgm(S(z)) mgn(S(z))
1
<y —.
mO’
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1 1
Agora, posto que a serie Z;’le — ¢ converxente, serd lim, ., Zmn — =0.
me me
Estamos dicindo:
1\
p<z p
cando x — oo, é dicir dado € > 0, sera
1\
OSC(S)—H(l——S) <e,
p<z p
co cal
1\ !
g(s):H(l——s> , se o >1,
p<z p
e de (1) e isto dltimo obtense o resultado. O

Corolario 4.3. Para o > 1,

((s) # 0.

Proba. Dado que o > 1, acabamos de ver que

ou se se prefire,

Asi pois

Pero dende que o > 1, serda 0 — 1 > 0 e de ﬁ < =%, séguese que |((s)| > 074 >0, é
dicir, ((s) # 0. -
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4.2. Prolongaciéon analitica e ecuaciéon funcional.

Agora estenderemos ((s) 6 semiplano o > 0.

Lema 4.4. Para s #1,0 >0 e N > 1, se ten

N
1 N 1 < p(u)
~y = _ N d
¢(s) n:1n3+s—1 5 —I-S/N L

1
onde p(u) = 5 {u}.
Proba. Sexan M e N nimeros naturais tales que M > N. Enton aplicando a féormula de

sumacion de Euler & funcion ¢(u) = %, obtemos:

1 M M (u w) |M
DT S L
N<nsm N U N U N
u—s+H|M M p(u) 1 1
_ du+ =M~ — ~N*
1—sN+S/ PSR 2
M Nl=s 1 1 M p(u)
_ _ M- =N P .
=5 1-s 2 2 +S/N w

Agora, pasando limites & anterior igualdade cando M — oo como segue:

M
, 1 . (M' N 1 1 | M p(u)
hm<2 E)n?i%o(l_s—l_s*ﬁM gV [ ).

M—oo
n=N+1

resulta que para o > 1 nos queda:

. 1 N 1 >
E — = ——N%+5 p(u>du.
2 N us—‘rl

Sen embargo

ns ns ns’
n=N-+1 n=1 n=1
e asi N
1 N > plu)
= — — —N7° d

e a igualdade esta probada para o > 1.
Por ultimo observemos que a funcion u +— % — {u} é acoutada, xa que é periodica de

periodo T' = 1, e esta acoutada no intervalo [0, 1], polo tanto a integral do lado dereito da
ultima igualdade converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano o > 0.
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Por esta razon ((s) se estende de forma analitica en dito semiplano, salvo en s = 1,
onde presenta un polo simple con residuo igual a 1. As claves establecémolas no seguinte
corolario. O]

Corolario 4.5. ((s) € unha funcion analitica no semiplano o > 0, salvo no punto s = 1
onde presenta un polo simple con residuo igual a 1.

Proba. Para o0 > 0, e en particular tomando N = 1, o lema previo permitenos escribir:

((s) = ! +1+s/100@du

s—1 2 ustlio

Bastara ver que a integral do lado dereito converxe uniformemente.
Sexa S = {s € C/o > 0} e consideremos a funcion f : [1,00) x S — C dada por

flu,s) = 24

Para 0 > 09 > 0, temos que:

1
U 5 — U 1 1
LS [Nk 04 S
us+1 uerl 2u0'+1 2uo'0+1
e como a integral
< 1 w oot 1
/ O_Hdu:h'm = — < o0,

1 uo T—=00 —0q |y o)

é converxente, por ser o integrando unha funciéon holomorfa respecto de s, o teorema 1.9 de
converxencia uniforme de funcions holomorfas definidas por integrais establece que a integral
foo p(u)

1 u5+1
semiplano o > 0, salvo claro esta, en s = 1.

du converxe uniformemente sobre S e asi ((s) representa unha funcién analitica no

p(u)
uerl
admitird un desenrolo en serie de potencias da forma:

i an(s —1)",
n=0

e por definicion de residuo como coeficiente a_; do desenrolo en serie de Laurent dunha
funcién holomorfa, é obvio que Res((,1) = 1, e evidentemente presenta en s = 1 un polo
simple, pois por exemplo

Por outra banda, dende que a funciéon s +— ffo du € holomorfa, en torno a s = 1

co que concluimos. O
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Exemplos: Imos ver que as series de Laurent das funcions ((s) e

respectivamente:

onde v é a constante de Euler.

(s)

¢(s)

71

en s = 1 son,

En efecto, posto que no punto s = 1 a funciéon ((s) ten un polo simple de residuo igual a

1, a sua serie de Laurent nunha vecinanza de s =1 é:

((s):8i1+a0+a1(3—1)+---

Tratase pois de ver que ag = 7, isto é, comprobaremos que

Polo Lema 4.4 temos que, para Re (s) >0 con N =1:

oo 1 _
C(s) =1+ 11—1+s/ FinchC Y
1

u5+1

V)
|
O |

1 1 Ll w4 [u
u8+1

du;
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e daquela:

) 1 1 ol —u+ [u
(60 )b [

[e’e) o N .
:1+/ [u]—ud —1+11m [u]—udu
1 U

2
%ool u

=1
N
= it (;E_IHN> o

Estudemos agora a serie da funcion ¢ Xa sabemos que:

¢(s) "

n—1
Go1) +a; + ;nan(s - 1)

Doutra banda, a funcién

(s—=1¢(s) =1+7(s = 1)+ Y an(s — )",

n=1

¢ unha funcién holomorfa nunha vecinanza de 1 e non se anula en s = 1. Daquela,

1
Zb == e

¢ unha funcién holomorfa nunha vecinianza de 1.
Calculemos logo by € by; temos que:

L= (14 4(s — 1) 4 - )(bo + bas — 1) + )
=bo + (b1 +7vbo)(s — 1) + -
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Asi, deducimos que by = 1 e by = . Obtemos logo finalmente que,
() (s=1)¢s) _ (_ 1
¢(s) (s =1)¢(s) s—1

—1++
_3—17

+a1(8—1)+~~->(1—7(5—1)—1-'")

Antes de estender de forma analitica a funciéon zeta de Riemann a todo o plano complexo,
introduciremos a funcion theta-series, asi como as stias propiedades méis relevantes.

Definicion 4.6. Para s € C con 0 > 0 e a € C arbitrario, definese a funciéon theta-series
como:

(9(5,04) _ Z efws(n+a)2.

n=—oo

Vexamos que para cada s € R con s > 0, a funcion (s, —) é enteira.
Sexa R > 0 un namero real e « € C de xeito que |a| < R. Entén, para cada n € Z
verificando |n| > 3R e |n| > 2, temos que:

Rea| < Jaf < R < 2 ¢ tma < o) < < 1)

Y

de onde , ;
4
(n-+ Rea)? = ln-+ Reaf? 2 (] - [Real)? = (1nl - B3} =,
e
n2
(Ima)? = [Ima|? < n
co cal )
(n + Rea)? — (Ima)? > %
Asi pois

—7s(n+a)? *ﬂ‘RG[S('I’L#’O&)Q]

— TS [(n+Reoz)2 f(Ima)2]

e

=€

_ msn?

3
<e "5 <e M se n| > 3R, |n| > —.
s

Y

2 .. , , . . _ 2
E dicir, se |a| < R, entén, salvo un nimero finito de termos, a serie >~ ’e ms(n+a)

esta limitada superiormente pola serie >~ e~I"l. que é converxente, e de aqui deducimos

que para cada s € R con s > 0 fixo, a serie >~ e~ ™+ converxe uniformemente sobre
cada compacto de C, e consecuentemente (s, —) é unha funciéon holomorfa.

Notemos ademais que 0(s,a) = 0(s,a + 1).

Vexamos agora que para « € R fixo, a funcién 6(—, @) tamén é holomorfa no semiplano
o> 0.
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Sexa a € R fixo tal que a > 0 e sexa s € C con o > a. Temos pois que:

—m(n+a)?Res

_ 2
‘6 ms(nta)?| _ e

Elixamos n de xeito que |n| > |a| + =. Entén a > ——1— e ademais:
Ta wn+al’

_ 2 _ _
e m(n+a)?Res <e In+af <e [n|+||

_ elalg=Inl

e polo tanto

— 2 —
e ws(n+a) ) < e\a|€ |n|'

—ms(nta)?

Asi pois, salvo par un namero finito de termos, parac > aaseriey - _ |e , estd

o0
limitada superiormente pola serie Y > elle=I"lque é converxente. Consecuentemente, a

- _ 2 - -
serie » . e ms(n+e)” converxe uniformemente en cada compacto do semiplanos o > 0, e
polo tanto, 6(—, a) define unha funciéon holomorfa en dito semiplano.

Lema 4.7. Para s € C con 0 >0 e a € C temos a sequinte identidade:

1 . : :
2] (_7 OZ) — \/g Z e—ﬂn2s+2mna — \/56_ s 0 <S7 _B> .
S S

n=—oo

Proba. Por unha banda,

0 © . 1 > ia\2, o2
\/g Z e—ﬂn23+27rinoz _ \/g Z 6—7rs(n2—22na§) _ \/g Z e—ws[(n—?) +57]

n=—oo n=—oo n=—oo

oo .
_ \/§€_¢ Z o—ms(n—2) _ \/56—"320 (5, _%) ,

n=—oo

co que probamos a segunda a igualdade.

Dado que 6(s, —) é unha funcién enteira para cada s > 0, do principio de identidade para
funciéns analiticas dedicese, que para probar a primeira igualdade, sera suficiente facelo para
a € R.

A funcién 6(s,—) : R — R ¢ diferenciable C* e periddica de periodo T = 1. Polo tanto
a serie Fourier de (s, —) converxe absoluta e uniformemente en R a 0(s,—) :

0(s,a) = Z cn€®™ Yo € R, (2)

n=—oo

onde )
cn:/ 0(s,u)e 2" duy,
0
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Temos que:
1 oo
>

0 n=—oo

|

>

n—=—

—ms(mtu)? 6—27rinudu

—ms(m+u) e—27rznudu

— Z e TST 2 2min(r— m)dT’ (7" —m+ U,)

_ 2_9ms
e ST 2mnrdr

I
|\»\
g 8

_ /°° ~[(vAreyTim) =]
— e—# /_oo e‘(ﬁ”\/?mfdr

7'r'n2 > oo OO .
=e s / e’(‘/ﬁ’")er, (pois / e de = / e’(”Zb)Qda:, para cada b € R>
2

1 2 [ 2
e s e Udv, (v=+/msr)

TS o
1

= —¢e s, |pois / e dv = /7 polo corolario 3.10 | .
Vs .

A raiz do anterior, (2) pasa a

0(s,a) = Z Cpe?™n = 1 Z e + 2mina,

co cal

1 00 ) 4
o= — —mTns+2mina
(3 , 04) \/E E e ,

n=—oo

0 que proba a primeira igualdade.

Corolario 4.8. Para x > 0

6 (i o) — /#0(z,0).

Proba. E inmediato tomando o = 0 e s = € R no anterior lema,

0 (io) =V i e ™ = \/26/(x, 0).

n=—oo

5
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Ata o de agora cofiecemos expresions analiticas para a funcion zeta no semiplano Res =
o > 0. O seguinte teorema estable as claves para estender dita funcién 6 plano complexo de
forma analitica.

Teorema 4.9 (Ecuacion funcional da funcion zeta de Riemann). Para s # 0,1, verificase:
s (S VR N R
T 2F<§>C(s):7r = I 5 ¢(1—s).

Proba. Para 0 > 0 e n un natural, a formula integral da funcién gamma de Euler nos permite

escribir:
F(g) :/0 e "uz"du,

que sen mais que considerar o cambio de variable u = mn?y, obtemos

r(3) = / e ™ Vrintys T dy,
2 0

é dicir
s (S >
7T_2F<—>n_5:/ e””y My, n=1,2,.
2 0
Consecuentemente, para ¢ > 1, facendo a suma para n = 1,2, ..., a anterior igualdade

convértese en:
_s S = > —an2y S
T (5) e =X [ ey 3
n=1 0

Agora, para y > 0 temos que:

Z e—ﬂn Y _ Z/n 1 —mn2 Ydu < Z/ —7ru2ydu

n>N n>N n>N n—

1 1
= e T Y dy = e ‘v 2dv,
\/N 2\/ TY JrN2y

e esta expresion podémola acoutar de duas formas:

i)

1 o 1 1
e e v 2dy = r
2Ty Janzy 2,/ 2/my 2
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i)

1 o
2d < e ’d
2Ty Janzy ¢ futdu s 2\/ \/7TN /7rN2 !

1 77TN2

- 27rNy JE;I;OS

v

E dicir, para y > 0

Sem—min{o (=)0 ()}

n>N

Tendo presente estas cotas imos xustificar o paso da suma baixo a integral:

o 2y S o s_
Z/ ey 1clyz/ w(y)y>"'dy.
n=1"0 0

En efecto:

o0

oo N o
—mnly -1 , —mn2y -1
g e ™ Yy27 dy = lim E / e ™Yy dy
nl/o Ni}oon:l 0
) N
— i —mn2y i—ld
), (Ze )y Y

n=1

[e's) . ) ) 2 s
/O w(y)y>"dy — lim_ i (E e )?ﬂ y

n>N

Bastara ver que

n>N

S/ (Ze ”"Qy) |y3‘1\dy=/ (Ze wn y) 5-1gy

n>N n>N
1 2
N ]_ o b eiﬂ-N Y e
< y21dy+/ y2tdy
/0 2y L 2t Ny
1 /1\® . © o,
= — —r 2Nt e Yv22dv
o—1 (N) o /7rN

1
2
1 /1\7 1 o
< p— (N) + §7T2NU+1/1 e Yv2dv.

—mn2y s-1 _
]\}1_r>noo (Z e ) y2 dy = 0.

Pois ben:

(Z e y) yldy
n>N

7

=0 (e—ngy) , Y Z 1
N2y 27TNy ( )
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A dltima integral é converxente, (é un caso particular da funcién gamma), polo tanto
pasando limites cando N — oo, resulta:

00
1i —7n?y §—1d —
iy (Ze )y y="0

n>N

e asi 0 paso baixo a integral queda xustificado.
Recordemos ademais que para y > 0 no corolario previo 4.8 vimos que:

1
ou equivalentemente
1 1
0(y) = —0 (—) .
() NAv

Denotando por w(y) = 322, e”™, & claro que A(y) = 2w(y) + 1, e polo tanto

2w(y) +1= % [ch G) + 1] = w G) = —% + %yé +yre(y) (4)

Con isto, o lado dereito de (3) convértese en:

Z/ e_wyyg‘ldy—/ Ze_m%’y;‘ldy—/ wy)y>'dy
n=1 0 0 n=1 0
1 S 0 S
2/0 w(y)y?ldzﬂr/1 w(y)yz"'dy (5)

Para a primeira das integrais da tltima igualdade en (5) imos considerar o cambio de
variable y = %, e tendo en conta (4), nos queda:

1 s oo s 1 1 1 %—1 1 o) .
[ etimiztan [T [w(2) (5)" (-5)are [ et
o R 1 00 .
= / 727w (—) dx —1—/ xi_lw(x)dx
1 T 1

:/ 7271 <—l + lx% —l—xéw($)> dx +/ z2 Yw(x)dz, (por (4))
1 1

E dicir, (3) realmente é:

a7l (f) C(s) = ! + ! + /100 (x_lgs + x§_1> w(z)dz (6)

2
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Para s # 0,1, os dous primeiros sumandos do lado dereito da anterior igualdade re-
presentan funciéns holomorfas. Finalmente, veremos que a integral converxe uniformemen-
te sobre cada compacto K C C, noutras palabras, que a funcion C — C dada por

s [ (x_lgs + 2271 w(x)dr, é enteira.

Consideremos a aplicacion definida por:

1+s

f:[l,o0) xC—C, f(z,s)=w(z) (3:_ 2 +x§_>.

Temos que para cada s € C a funcién f(x,s) é enteira para todo z € [1,00).
Sexa K C C un compacto. Enton existirdn ntimeros reais a, b tales que b < ¢ < a para
calquera que sexa s € K. Asi para s € K e x > 1, temos que:
T 42 < g31-0-1 4 451

_14s s_q1
)

1 <
_ ‘xg(lfs)fl .

e tameén,

E dicir, | f(z, s)| < ¢(z), sendo

—TTx

(&

1l—e ™

¢:[1,00) — R, ¢(x) = (x%(l,b),l +x%71)

Falta ver que a integral floo ¢(x)dr é converxente, e para elo serd suficiente ver que
[ x°e™*dx < oo calquera que sexa ¢ € R.

1
Se ¢ < 0, temos que:
o o 1
/ e Fdx < / e Ydr = — < 0.
1 1 €
Consideremos pois ¢ > 0. Neste caso:
(o) o0 o
/ ze " dx < / ze *dx = / et e dr = T(c+ 1),
1 0 0

e xa vimos no teorema 3.9 da funcion gamma de Euler que a integral converxe uniformemente.
Consecuentemente, en (6) o lado dereito representa unha funcion analitica para s # 0, 1.
Por ultimo notemos que a devandita igualdade

w30 (2) () = x5 (1 ; ) (1-s)
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se corresponde con facer no lado dereito en (6) o intercambio s <» 1 — s, 0 que é posible por
prolongacién analitica. Isto €,

S R S 1 1
s s—1 s(s—1) (1—-s)(1—-s5—1) s—5 s(s—1)
_1+s _14+(@0-s) s_1
€T 2 = 2 = X2 ,
I%_llegs_lzx_l-gS?

de onde obtemos a xustificaciéon para lograr a ecuacion funcional da funciéon zeta de Riemann.

[]

Nota: A ecuacion funcional da funcién zeta:
S —s ]_ -
N EIOEE ) ( 5 ) C(1-s),

pode ser escrita en diferentes modos, por exemplo:

C(1—s)=2""%1""%cos %WSF(S)C(S),

a razon atopase na funcion gamma de Euler, nas suas propiedades. Pode consultarse [8] da
bibliografia, por exemplo.

Corolario 4.10. A funcion

€ enteira, e ademais

Proba. Da ecuacion funcional

n7:l (g) ((s) = —% + SL + /OO (xilgs + x%*1> w(z)dz,
1

-1
logo
£5) = 335 = Vi1 (5) 609
= %s(s —1) (—% + - i T+ 100 (:c‘l?g + x%‘l) w(w)dw)
b [ et
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e dado que a integral converxe uniformemente, £(s) resulta ser enteira porque é suma de
funciéns enteiras.
Por outra banda, tendo presente a ecuacion funcional de zeta

(1 -5) = 51 = 9o T (157 ) -9

S

= ("~ (3) (o)

Observemos que esta igualdade pon de manifesto que si s é un cero de £(s) entéon 1 — s
tamén o é. O

4.3. Ceros triviails e non triviais.

A partir da ecuaciéon funcional

i (5) e = (152 ) <o,

é doado deducir que ((—2n) = 0 paran = 1,2,..., pois

INE 2
pero como
1 B sen 55
rEr-s =
sera

e (7) en realidade é

¢(s) = 77 sen gsf (—S) r (1 ; S) C(1—s),

e como xa dixemos ((—2n) =0 paran = 1,2, ... .

Estes ceros denominanse triviais, e son os tnicos tales que Res = o < 0.

Para s = 0, ((s) # 0, pois como sabemos ((s) presenta un polo simple en s = 1, co
cal (1 — s) o presentard en s = 0, e dado que a funciéon I'(s) presenta polos simples en
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s=0,—-1,-2,...,—n, ..., sera Tls)f(l —s) # 0, 6 cancelarse mutuamente o polo simple da
2
funcion ¢(1 — s) co cero simple da funcion I'™* (£) .
Aparte dos ceros triviais, a funciéon zeta presenta infinitos ceros no que se conece como

banda critica, (0 < Res < 1), e estes reciben o nome de ceros non triviais.
A continuacién tratamos de describir algunhas das caracteristicas de ditos ceros.

Teorema 4.11. A funcion £(s) € enteira de orde un que ten infinitos ceros p, na banda
critica. A serie ¥|p,|™' diverze, mentres que a serie X|p,|17¢ converze para calquera e > 0.
Os ceros de £(s) son precisamente os ceros non triviais de ((s).

Proba. Vexamos que a orde de &(s) é un.
Da ecuacion funcional da funcion gamma vista no teorema 3.4 deducimos que

() =3r () =) -2 )

e do corolario 4.10 séguese que:

€(5) = 5o(s — Vx 37 (3) ¢(s)
= (s—1)7730 (g + 1) C(s).

Veremos primeiramente que a orde de £(s) é menor igual que un, é dicir que

‘3‘1"!‘5

[E(s)] < e V]s| >0, (8)

para calquera € > 0, pois deste modo a orde serd < 1 + ¢, e como isto é para todo € > 0, a
orde serd < 1.

Sexa pois € > 0, e sexa s € C tal que o > % e vexamos que (8) se cumpre en estas
condicions.

Dado que ¢ > % > 0 tomando N = 1 a expresion de ((s) vista no corolario 4.5 transfor-

mase en
1 1 “plu), s < lu] —u
C(S)—S_1+§+S/l qu-;-FS/l u8+1 du.

Asi,

|s| /MHM—UI E /”mt
< du < -
o) < o+ lsl [ St s e 5

> d
< |s| + |s| / S5 = Is| +2|s| = 3Js| < 3¢b!, se |s| > 2. 9)
1 uz2
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Acoutemos agora |['(s)| para o > 5. Da formula integral da funcion gamma vista no teorema

3.9, para o > 0 temos que:
oo o0
< / le™"u* "t du = / e "u tdu
0 0

/ e tdu
0
1 fo'e) 1 | e’}
:/ e“u”ldu—l—/ e“u"ldug/ e“u2du—|—/ eyl dy
0 1 0 1
9 1 0 9 1 0
= —+2/ e "u du+/ e “ulldu < —+2/ e_“du+/ e "l du
€ 0 1 € 0 1

2 1 x x
=—-4+2 (1 — —) + / e Uulldy = 2 + / e "ullduy,
e e 1 1

<2+ / el dy =24+ T([o] +1) = 2+ [o]!
0

IC(s) =

N

<2+ [o)7 <24 [|sI < 24 ||l = 24 el

s 1
< 24 eldllsl? <p0is lim ns| = 0).

€
|s|—o00 |S|§

P 1
E dicir, se |s| >0 e o > 3 serd

£
1+ £
Y

ID(s)| < 2+ elsllsl? < 2¢ls

e enton de .
S g
R(— 1):_ 1> - +1,
e 2—1— 2—|— _4-1—
) 5
S S S
5 1‘>H—1:——1>0,
‘2+ =0 2

deducimos que
1+5

) P

e polo tanto

‘F (% + 1)’ < 2€<|§‘+1)1+§ < 2025 )"
= 2¢lsl"*E. (10)
Por outra banda:
S g 1
T2 =% = e 20T < eldl, (11)

s — 1] < |s| +1 < 2|s| < 2l (12)
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Por conseguinte, tendo presente (9), (10), (11), e (12), para o > 1 e [s| > 0, resulta que:

[€(s)| = |s — 1||=~2

1+5

r (g + 1) ‘ 1C(s)] < 2¢Hlellgel B gl

1+5
= 1230l elel

lsIZIsI'TE _ lsli+e

£ 1+§ 1+§
4 2 2 2 2
< ellslels < elsllslZ lsl — e2ls]

<

Con isto temos probado a desigualdade (8) para o > 3.
Vexamos que para o < 3 tamén se verifica.

Resulta que [£(s)] = [£(1 — s)|. Ademais

1 1 1
O'§§:>R€(1—S):1—021—§:§,

Is| >0=0<|s|-1<|s—1] =11 —s|.

Dado ¢ > 0 podemos considerar 5. Enton se o < % e |s| > 0 do xa probado, resulta:

|§(3)| = |£(1 — S)| < €|I_S|1+% S €(1+‘s‘)1+% S e(2|s‘)1+%

_ 2RISR o lslBsTE sl

=l
Asi pois a orde de £(s) é menor igual que 1 como queriamos ver.
Para rematar veremos que non pode ser menor que 1.

Temos para s € R con s > 1, que

— 1 s
((s) = Z > 1 e T (g) = / e "uz tdu > 0,
n=1 0

co cal

£(5) = (s — VxiT (3) ¢(5) > 0,

e polo tanto ten sentido aplicar logaritmos & expresion anterior para obter:

S

1
In&(s) :1n§ +Ins+1In(s—1) — glnﬂ+lnf (2

) +In¢(s),

e asi

1
Ing(s) InT (5) ln§ Ins In(s—1) Sln7 In¢(s)

1 1 1 1 1 1 1 .
551115 551118 Eslns §slns §SIHS Eslns 551115

Tomando agora limites na anterior igualdade, resulta:

Ing(s) Il (%) |In¢(s)] In((s)

lim ———— = lim ———
Ls1 sl
3slns 3slns

§—00
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pero para s > 2 xa vimos en (9) que ((s) = |((s)| < 3|s| = 3s, co cal

Ing(s) InT (3) —0 (13)

1 1
531:(15 islns

lim

S5§—00

Por outra banda, para s > 0, a formula de Stirling vista no teorema 3.11 permitenos

InT(s) = (s—%) lns—s—I—ln\/%-l-O(é).

Enton, para s > 1, resulta:

escribir:

InT (2 s _ Ly s ) \/ 2c
rll (2)_(212)n2+12 _l? 27T§13 —0,
551115 §sln5 581118 Eslns 551113

cando s — 00, onde ¢ > 0 é unha constante.
Séguese que

2
s s O(_)
(. —1)(Ins—1n2) £ +1n\/27rjL s _1

InT (£
lim 1—(2) = lim 1 -7 2 1 —
5—00 §slns 5—00 §slns Eslns §slns Eslns
e disto e (13) deducimos que
|
TG
5—00 §slns

En fin, se a orde de &(s) fose a < 1, entén existiria un g > 0 tal que a < p < 1le

£(s) = |€(s)] < e, Vs > 0.

Daquela

1 " 2
1:1fmmghm15 — lim ———— =0, (pois 1 — > 0)
soo 5slns $—00 531113 s—oo sl 1 ]n s

o que é absurdo, polo tanto a orde de £(s) debe ser a = 1.
Sexa p, a sucesion formada por todolos ceros de £(s) con

0 < |p1| < [po] <+ < [pul < .

Dado que £(s) é unha funcion enteira de orde 1, do teorema factorizacion de Hadamard

séguese que &(s) admite unha expresion da forma:
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onde g(s) é un polinomio de grado < 1. (Nétese que p, # 0 pois £(0) = 3)
Tomemos ¢(s) = a + bs, con a,b € C.

Pola contra supofiamos que a serie 3|p,| ™!

é converxente. Enton teriamos que:

o0 o0

s 25|

ORI | <1 i ﬂ) et < |et|eMil T efor
n=1 ’pn| n=1

1
blls] 2151 51

= lele = cetlsl,
onde ¢, ¢; son numeros reais positivos.

Pero isto esta en contradiciéon ca igualdade obtida con anterioridade

Logo X|p,|~! diverxe, e consecuentemente £(s) ten infinitos ceros p,.

Xa probamos que a serie X|p,| !¢ converxe para calquera € > 0 nos resultados previos
& proba do teorema de Hadamard, concretamente no corolario 2.15.

Vexamos que estes ceros estan na banda critica, 0 < o < 1.

Para elo consideremos a expresion xa conecida:

£(s) = %s(s ~1r T (2) () = (s - Dn T (24 1) (o)

Agora de

1 1 14 s 1

E(s) ==+ =s(s — 1)/ (a: T 42 )w(x)dx,
2 2 1

séguese que £ = £(0) = £(1), logo & = —T'(1)¢(0), ¢ dicir, ¢(0) # 0 # ¢(1).

A funcién I'(s) ten polos simples en n = 0,—1, -2, ..., —n, ..., logo a funcion I' (%) tenos
en 0es=—2nconn=1,2, ... Por outra parte, como os tinicos ceros simples de ((s) con
o < 0 tenien lugar precisamente para s = —2n, con n = 1,2, ... | estes cancélanse mutuamente
cos anteriormente mencionados.

Seré pois £(s) # 0 para 0 < 0, e como £(s) = £(1 — s) tamén £(s) # 0 para o > 1.

Logo os ceros de £(s) deben estar na banda critica.

Asi mesmo, na devandita rexion 0 < o < 1, a funcion s(s — 1)I" (%) ten soamente un
cero en s = 1, e como sabemos, ((s) ten un polo simple en s = 1, logo estes cancélanse
mutuamente tamén.

En consecuencia, os ceros de ((s) na banda critica son precisamente os ceros p,, de £(s). O

Corolario 4.12. Ezxisten A, B € C tales que
£(s) = eAtBs H (1 — i) em, VseC

Pn

n=1
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Proba. E consecuencia inmediata do teorema de Hadamard, pois dende que £(s) e enteira de
orde un, admite unha expresion da forma

£(s) = e9® H (1 — i) e,
Pn
n=1

onde ¢(s) é un polinomio de grado menor ou igual que un, e p,, son os ceros de £(s). O

Corolario 4.13. Os ceros non triviais da funcion ((s) distribuense simetricamente con res-

pecto das rectas Res = o = % e Ims =t =0, e ningun deles é real.

Proba. Das propiedades elementais de suma e produto de conxugados de complexos, da
expresion

£(s) = % + %s(s - 1) /oo (sf% + :E%l) w(z)dz,
1

—n?2 ,
onde w(z) => " e ™" ¢ doado ver que

&(s) =£(5).

Logo se p é un cero non trivial da funcion ((s), p tamén debe selo, é dicir, distribiense
simetricamente respecto da recta Ims = 0.

Por outra banda, se p é un cero de £(s), dado que £(s) = £(1 — s), 1 — p tamén debe selo,
é dicir, os ceros de £(s) distribuiense simetricamente respecto da recta o = %

Vexamos finalmente que ningin dos ceros p,, é real.

Xa que % = £(0) = £(1), sera p, # 0,1 calquera que sexa n. Bastara ver que £(s) > 0
para todo s € R tal que 0 < s < 1.

No teorema 4.9 da ecuacion funcional da funcion zeta de Riemann xa vimos que

g~ gl < 230’%, w(z) <

onde debemos entender que esta particularizado para o caso que nos ocupa.
Temos pois que:

1+s

& S 2 & 1
c(s): —/ (x’ 2 —i—:UTl) w(z)dx < / e "r2dy
1 L —e™ /i

2 /oo . 2 —e ] 2 e "
< e — — [
T 1l—-eT); l—e s l—e7™ 7

2 2 2
Comler—1) T w28 -1) 7w

Easi0<c¢(s) <1,ecomo0<s<1,serd

0 < sc(s) <1,
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ou se se prefire

0 < —s¢(s) <

pero s — 1 < 0, logo

1
0> 55(5 —1)e(s) >

e tendo en conta que s — 1 > —1 resulta que

1

0> =s(s—1)c(s) > —=.

2

Concluimos entéon que:
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1
27

(S_1)7

1
2

]

En 1859 Riemann conxecturou por primeira vez que se ((o+it) =0 con 0 < o < 1, entén
o= % Esta é a conecida Hipoteses de Riemann, ainda por refutar ou contradicir.

A recta o = % denominase recta critica.

A continuacion estableceremos unha relacion entre a derivada logaritmica de ((s) e os
seus ceros. Esta relacion serda fundamental no que resta de traballo.

Teorema 4.14. FExiste un numero complexo By tal que

¢'(s) _ RS 1
((s) —BO_S—lJF;(S—pn

onde p, son o0s ceros non triviais de ((s).

Proba. As igualdades

£(s) = (s — Vx50 () ¢(s)
f(S) _ 6A+Bs H

dan lugar a

((s) = — A (2 41)

s—1 2

1 s 1 1
m)*;(ﬁzn—%)v

S s
(-2)e
Pn

0o
6A-i-Bs H

n=1

()
Pn

e calculando a derivada logaritmica en ambos membros obtemos:

0 1 i
— “lnr— -
s_1 2"

(3+1)
(5+1)

(14)
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Por outra banda,

1 it s s
= g8 1 _> n
T(s) se H ( + - e n,

e entén

1 1 s S s
s =3 s =e2’ (1+_) e 2,
Gy e HUs

n=1

que de novo o céalculo da derivada logaritmica produce:

1+ 4 1
2T (5+1) _§+Z(s+2n %)

Finalmente substituindo (15) en (14) obtemos:

¢'(s) 1 1 7= 1 1
¢(s) __3—1+§1n7r+§+nz:;<s+2n Qn) +B+Z(s— Pn

1
Basta tomar By = 3 Inm + % + B.
Exemplo: Vexamos que CC((((J))) = In 27.

Para s # 0,1 consideremos a ecuaciéon funcional:

C(1—s)=2"%17°T'(s)((s) cos %WS.

Calculando a derivada logaritmica en ambos membros, obtemos:

A=) o F’(s)+<’(s>
C(1—5s) T(s)  ((s) 2

Temos que:

SO g (—#) O (CI(S)

¢0) =1\ ((1—s) (1) ¢(s)
Vexamos que % = —.

Da definicion da funcion gamma de Euler:

1 = s s
= s5e7® 1 _> T
I(s) se H < + - e n,

n=1

e calculando a derivada logaritmica a ambos membros, obtemos:

o= ()

2

Pn

— —mtan —7s.

)

1 1 )
— —mtan -7 | .

2 2

89
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logo

n=1
= /1 1
— ] —~— -
7 “— (n 1+n)
Resta ver que
!
lim ¢'(s) — 17Tt.9un 171' =
s—1\ ((s) 2 2

Estudemos a funcion %7? tan %7? nunha vecinanza do punto s = 1.

A funcion cos %WS ten en s = 1 un cero simple, co cal cosllm ten un polo simple en s = 1,
2

con residuo:
; 1 ; 1 2
s—1 Ccos 5TS s—1 —5TSeN 5T T

en onde na primeira igualdade é consecuencia de que, como o limite existe, para calculalo
podese suponier que s é real, e entén aplicamos a regra de L’Hopital.
Asi o desenrolo en serie de Laurent en torno a s =1 é:

oo
1 2 1 n
— == +a0+§ an(s —1)".
COS TS Ts—1
n=1
Como
2 1
, 1 2 1 . s—1+4=cos;ms
ap = lim T — = lim T T
sol\cossms TS — 1 s—1 $COS 5TS — COS 5TS
i 1 —sen %WS
- E—I}% cos s — irsenirns -+ Lrsen ins
2 2 2 2 2
i —%W Cos %7?8
B £1_r>ri —Lrsenirs — Irsenins — Ln2scosins + tn2scosins
2 2 2 2 4 2 4 2
— 07
sera 1 5 1
— = —— +ai(s—1)+-.
COS =TS Ts—1

2

Por outra banda, a serie de Taylor de sen %71’8 ens=1¢

1 1
Sen s = 1- §7T2(S — 1) 4.
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Logo:
sen%ws —2
COS 5TS s—1
e asi
L t L L +e(s—1)+
—mtan —ms = — ci(s —
2 2 s—1 !
Polo tanto:

lim (C (s) — l7Ttan 17T> = lim (C (s) + 1 — 17Ttan 17‘(‘8 — 1 )

s—1\ ((s) 2 2
e (C(s) 1 . (1 1 1
_£1—IH(C(5)+5—1 _E—IS §7rtan§7rs—8_1

()1 . .
= hrr% + =~ (como vimos nun exemplo anterior)
s—

C(s) s—1

Por tanto,

Lema 4.15. Na rexion o > 1 verificase:

Y

¢(s) A
(s) 2 ns

n=1

onde A € a funcion de Mangoldt.

Proba. Para o > 1 en virtude do produto de FEuler temos:

-1
1
c=TI(1-%) .
p
onde o produto converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano o > 1.

Dado que ((s) # 0 para o > 1, calculando a derivada logaritmica & anterior expresion,
obtemos:

» p? p? - >
L =1 _ . Inp
— zp:lnp;pms Ep:mz::lpms.

Sen embargo,

A 1 =1
D ML L B B
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Lema 4.16. Verificase:

1) Para un nimero real a > 1 existe unha constante ¢ = c(a) > 0 tal que

[e.9]

I
— S—I—Qn 2n

< cln(|t] +2),

se —1 <o <a.

2) Para un nimero real a > 1 existe unha constante ¢ = c(a) > 0 tal que

[ee]

S5
— s—i—2n 2n

< cIn(]t]),

se —1<o<aelt>2.

Proba. Probamos 1).

Temos que
- 1 1 1 1 1
S(omw)| | 2 (rw)t 2 (e a)
n=1 n<|T|+ n>|T|+2
1 E )
< )y (—
3 (vt w) z T
1
< (hra) M T
n<|T|+2 >|T|+
1T+ |
=2 Z —+\ | Z (16)
iTi+s

pois |s + 2n| > n para n > 1, xa que:

ls+2n> =|o+2n+iT]> = (0 +2n)* +T* > (0 + 2n)?,

e como
o>—1=0+2n>-1+2n>n= (0+2n)*>n?
sera
s+ 2n|> > n? = |s+2n| > n,
e asi B +12n| < %, o que xustifica as limitacions feitas.

Vexamos como acoutar en (16) os tltimos dous sumandos da tltima desigualdade:

dx N da
Z —1+Z —1+Z/ Teis [ Toimw

n=1
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S e [E- %

n= N+1 n=N+1 n=N+1
Enton tomando N = [|t]] + 2, resulta:

= 1 1 1 a+ |t]
—— | <2(1 4+ In(]|¢ 2 <24+ 21In(||t 2
> (57 )| 20+ 0D+ 20+ bl < 2+ 200 +2) +
a—1+1t|+1 a—
— 22 (] +2) + |t|+|1’ = 3+2mn((1] +2) + gy

<3 +2In([|t]] +2)+a—-1=2+2In([|t] +2) +a
< (% + 2) In([J¢]) + 2).

Se toma ¢ = (ﬁ; + 2) , ¢ obviamente ¢ > 0 porque se 0 < ¢ serd a < —2, en calquera
caso estd en contradicion cas hipoteses, pois —1 < o < a, e asi ¢ > 0.
Probamos 2).

Para |t| > 2, polo anteriormente visto, temos que:

o0

(%3
o s+2n 2n

<cln(|t] +2) < cln(|t| + [t]) = cIn(2]¢])

=cln2+chn|t| <clnlt|+ cln|t| = 2¢cIn|¢|.

m
Teorema 4.17. Sexan p, = B, + i7,, conn = 1,2,..., os ceros non triviais de ((s), e sexa
T > 2. Enton:
= 1
— < cInT.
S+ (T=m)? ™

Proba. A expresion da derivada logaritmica da funcion ¢(s) vista no teorema 4.14, permitenos

escribir:
’ 1 > 1 1 > 1 1
—C<S) B+—— + — —E —— .
((s) L = \s=pn  pn “~\s+2n 2n

SexaT >2es=2+1T.
Entén polo lema previo 4.16 temos que:

> 1 1
Z( ——) < ln|T],
“—~\s +2n  2n
e como,
Re I Re(s — 1) 1

= = <1
s—1 |s — 1]? 1+72 7
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debe existir co > 0 tal que

S_pn pn

—Regl(s) <cInT — Rei ( ! + i) . (17)

¢(s)

Agora, apoidndonos no lema 4.15, resulta:

= An
_Zés)

¢'() ’ ¢'(s)
R < R
O O P
L JA( A
Z ) Z % (pois 0 = 2)
n=1 n=1
¢'(2)
IO
Logo, disto ultimo e (17) deducimos que
ReZ(s_ p > iléj))+cglnT§cg—i—021nT§c4lnT,

para algin ¢4 > 0 independente de 7.
Para rematar observemos que:

Re( L +i):Re( ! )—i—Re(i)
S — Pn Pn S — Pn Pn

— Re 2_671 i, Tn
-H ((2_5n)2+(T_7n)2 (2_Bn)2+(T_'7n)2>+

ﬁn . ")/n ) 2 - /Bn 571
+ Re - = +
<%+ﬁ B T QBT B
1
> 2= Pn > ! = - 2
Q=B+ T =) 4+ T -mw)?* 1+ —(T_Zn)
1

14+ (T —,)?%

e polo tanto

Basta tomar ¢ = 4¢y.

]

Corolario 4.18. O nimero de ceros non triviais da funcion zeta que verifiquen T < [Imp,,| <

T + 1 non exceden clnT.
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Proba. Sexa p, = [, + iy, tal que T' < |Imp, | < T + 1.
Posto que
Imp,, < [Imp,| <T +1,

de
1+ (T =) =1+ (T =) 21+ (T — (T +1))* =2,

séguese que
1 1

- < =
L+ (T =)~ 2

Disto taltimo e aplicando o resultado obtido no teorema previo, resulta:

1
2. 1< ) rmaw

T<|Impn, |<T+1 T<|Impn|<T+1
- 1
<2 —_— < 8 InT.
N ;H(T—%)Q -
Basta tomar ¢ = 8c¢y. ]

Corolario 4.19. Para T > 2 tense que

Z (—ZLQSCIDT

|T—n|>1 T =)
Proba. Temos que:

T — 4| > 12T =7 =T —7)? > 1= 2T —7)* > 1+ (T — 4,)?
1 1

= < ,
2(T — yn)? L+ (T —n)?
logo
1 1 1
D e e
)2 )2
2 |T—~n|>1 (T =) |T—n|>1 L+ (T =)
= 1
< — < InT (como xa vimos).
_;1+(T—7n)2_ ( )
O resultado obtense sen méis que tomar ¢ = 2¢'. O]

Corolario 4.20. Para s = o +it, onde —1 < 0 < 2 e |t| > 2, se verifica a sequinte igualdade

¢'(s) 1 ,
O t_%g ot O(Int).
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Proba. Considerando as expresions da derivada logaritmica da funcién zeta seguintes

C'(s) 1 > 1 1 - 1 1
B—— - N
0 1+Z g—pn+pn +n2::1 s+2n  2n)’

¢(s) =

¢'(2 +it) 1 = 1 1 = 1 1
22T B— — - 4= S
C(2+1t) 0 1—|—it+; Svit—pn o +; 2+it+2n  2n

Restando ambas resulta

¢'(s) _ 1 1 > 1 1 s 1 1
¢(s) __s—1+1+z't++;(s+2n_%) ‘ﬂ;(m‘%)*
(1 1 (2 +it)
+Z(5_Pn_2+it—pn) C(2+it) (18)

n=1

No lema 4.16 vimos que:

- 1
2(3—1—275 )
- 1
Z<2+zt+2n Qn)

<clnlt| = clnt,

<clh|t| =clnt.

Ademais,
14dit| > t|—1=1t—1,
logo
Lo L (pois |t > 2)
ois
L+at| —t—1— 0 PR I=
e como —1 <o <2, sera
1 1 1 1
= < - < —.
s—1 (c—1)4dt| — t — 2
E polo lema 4.15 para ¢ > 1 resulta:
! . oo e’}
C(2 +1it) L it | = L | it
oA _ )
n? ¢(2)

n=1
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Por conseguinte (18) convértese en:

¢(s) N~ L 1 N
C(S)_;<S—pn 2+it—pn>+o<l g

1 1 1 1
= — — O(Int).
Z (s—pn 2+it—Pn)+ Z (S_pn 2+it—,0n>+ (lnt)

[t—yn|>1 [t—yn|<1
Sen embargo,
1 1 B 2—o0
S—pn 240t —pu| (s —pa)2+it — pp)]
B 2—0
(0 = Ba) +i(t —)I|(2 = Bn) +i(t — )
<27 (pois [lmz| < |2])
< pois [Imz| < |z
|(t = )|t — 1)
2—0

=) = =)

e tendo presente isto altimo e o corolario 4.19, resulta

1 1 1

- <3 - <3dInt,

S = Pn 2+it_pn N t2|>1<t_7n)2_ o
—n

e asi (19) é

Mais ainda, como

1
< <1 is |R: <
|2+Zt_pn| — 2_/Bn — (pOIS | eZ| — |z|)7

sera

1 1
> 2+ it — py < 2 |2+it—pn|§|z b= 0(n)

|t_'Yn‘S1 |t_'Yn‘§1 t—yn|<1
como vimos no corolario 4.18.
Asi pois, de (20) obtemos o desexado:
¢'(s) 3
= + O(Int).
C(S) t—n |<1 S — Pn

97

(19)

(20)
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Lema 4.21. Sexan s, := 5 +nm,n € Z e 0 < a < § un nimero real fizo. Sexa

D:=C- U B(sn,a)

nez
Verificase que a funcidn tan(s) estd acoutada en D.

Proba. Tendo presente a relacién elemental

cos’ s +sen’s =1,

de
tans|? = |sens|>  [sen®s| |1 — cos®s|
ns = =
|coss|?  |cossl|? | cos s|?
1+ |cos®s| 1
|coss2 | cos |2’
concluimos que
1

[tans| < 4 /1 4+ ——.
| cos s|?

Bastara pois ver que existe M = M (a) > 0 tal que |cos s| > M para calquera s € D.
Se s € C, sabemos:

e SZn e 82n+1
cos s = nz:%(— o)l sen s = ;(—1)”m.
Sexa t € R. Enton para s = it, temos:
0 t2n > t2n+1
cos(it) Z )!, sen(it) Z @n+ 1)

n:() :0
en fin, para s = o + it :
cos s = cos(o + it) = cos o cos(it) — sen o sen(it) =

0 t2n o0 t2n+1
= 2n)] coso — 1 Z on+1 sen o,
n)! n

n=0

de onde

00 25271 o0 25277,4-1
Recoss = (Z o )'> cosoc e Imcoss = <Z 1 )SGHO’.
n)! n

n=0 n:O
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Temos que:
oo t2n OO t2n+1 ' t2 ‘
>1 e =1+ = | >,
Solet e (Sl e
e asi

|[Recoss| > |coso| e |Imcoss| > |t||sena].

Agora, ¢é claro que existe A > 0 tal que |cosa| > A se |0 — s,| > a® Vn € Z, e tamén
existe B > 0 tal que |seno| > B se |0 — s,| < a® para algin n € Z.

Sexa s € D. Enton |s — s,| = |(0 — s,) +it]| > aVn € Z.

Poden ocorrer dous casos:

1) Que:
lo —s,| >a* Yn€Z = |coso| > A= |Recoss| > A= |coss| > A.
2) Se |o — s,| < a* para algin n € Z, enton |sens| > B.

Ademais, neste segundo caso:

2 < g,

0 — 5, < a® = (0 —s,,)
e como

(0 = 8,) +it| > a=|(0—s,) +it]? >a* = (0 —5,)* +1* > ad,

estas duas permiten deducir:

Attt > (0 -8+t >a’ =t >a* —a' = [t| > Va2 —at = aV1 - a?

Polo tanto, neste segundo caso:

[Imcoss| > av1—a?B = |coss| > aV'1 — a?B.

Témase M = min {A, ayv'1— a2B} .

Proposicion 4.22. Verificase:
¢'(s)
¢(s)
se g < —1 e se s non estd en ningun dos circulos pechados de radio % con centro nun cero
trivial —2n de ((s).

= O(In2[s]),
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Proba. Cambiando s <— 1 — s, é suficiente probar que:

¢'(1—s)
¢(1—s)
Suponiendo que Re(1 —s) < —le |l — s+ 2n| > %, Vn =1,2,.... Denotaremos por S a

tal rexion de C.
Consideremos a ecuacion funcional de ((s) escrita no seguinte xeito:

= O(In 2|1 — s]).

C(1—s) =2""*7°T'(s)((s) cos gs.

Calculando a derivada logaritmica:

R DS o ) B ) I U

EDE n nm m—i-m—gtanas
_ mor L) Cs) T
= 12+F(S)+C(S) 2t 55
co cal
CU=9)| o DO, |¢6)| )T
o) | S | [ |~ el

Tratemos buscar limitacions adecuadas para cada sumando do lado dereito da desigual-
dade no conxunto S.
Para |tan %s} polo lema previo 4.21, con a = 7, é suficiente probar que:

gs—g—mr‘ >% VneZ se seS,
é dicir )
]s—l—2n\>§ VneZ se seSs.
Para n = 1,2, ..., isto é obvio, pola definicion de S. Para n = 0,—1,—2...., tamén se

verifica, pois se s € S, serd Re(s — 1) > 1 e ademais —2n > 0 e asi:
|s —1—2n| > |Re(s —1—2n)| =|Re(s — 1) —2n| > 1.

Co cal |tan gs‘ estd limitada en S.

Para ‘%’, dado que Re(s — 1) < —1 equivale a que Res > 2, da relacion vista no lema
4.16:

(s) & w

obremes (5) (n) (n) ) ¢
C’_s An_ooAn OOAn__C’Q
(| ST "X ST T
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I/ . . .
F((Ss))’ na rexion Res > 2, como vimos no corolario 3.17:

e feo(i)

Por ltimo, para

Como Res > 2, resulta:

I"(s)
=+0(l )
F) = +0 (ns)
Ademais:
Res>2=|s|>2=|s| —2>0=2|s| —2>|s|,
e tamén

Isl=1—1+s|<1+|s=1=1+1—s|=|s|-1<|1—5|=2|s]| —2<2|1 — s,
e das daas anteriores deducimos
‘S| S2|1_S|7

co cal
In|s| <In2|1— s,

que finalmente

T(s) =0 (In2|]1 —s|).
Conclusién: o )
— 5
——= =0(In2|1 — s]),
na rexion indicada. O

4.4. O teorema De la Vallée-Poussin.

O seguinte teorema é importante no senso que delimita unha rexion, dentro da banda
critica, no que a funcién zeta non encontra ceros.

Teorema 4.23 (De la Vallée-Poussin). Eziste unha constante absoluta ¢ > 0 tal que na
rexion
o>1—— &
- In(|t] 4+ 2)
a funcion zeta € libre de ceros.

Proba. Para a demostracion usaremos a seguinte relacion fundamental.
Para 6 € R temos:

0<2(1+4cosh)? =2+2cos’>+4cosf =2+ (14 cos26) + 4cosd
=3+ 4cosf + cos 20,
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isto é,
3+4cosf+cos20 >0, VO e R. (%)

Tamén vimos no lema 4.15 que na rexién o > 1

¢ _ Al
G "

e entén, para o > 1 deducimos:

L Lo sz

ﬁZ%HZr{eﬁfﬁl +zRenAf:;L
32 +4ZR Jeztlnn +Z naeﬂtlnn
n=1

n=1 n=1

= Z (34 4cos(tlnn) + cos(2tInn) > 0, (por (*)) (21)

Suponamos polo momento que 1 < ¢ < 2 e busquemos limitacions apropiadas para os
tres sumandos do primeiro membro de (21).

Se s = o, da expresion da derivada logaritmica, en virtude de lema 4.16 e o corolario 4.18,
temos que:

¢'(9)
¢(o)

onde By > 0 é unha constante absoluta.

Para s = o + it, dado que os ceros non triviais da funcion zeta estan todos fora do eixo
real, e son illados, por ser ((s) holomorfa salvo eventualmente en dito punto, existe unha
constante a; > 0 de xeito que ningtn dos ceros esta na rexion |t| < a;.

Imos suporier a partir de aqui que [t| > a;.

Enton:

= 1 1 1
( - —> +0(In2) < + By, (22)
—\0 —Pn  Pn o—1

R 1 o—1 <O’—1<1
e = il
s—1 (oc—=12+t2— ¢ a?

Ademais, novamente da aplicacion do lema 4.16 existirda unha constante B, > 0 tal que:

— s—i—2n mn

Polo tanto substituindo estas dias ultimas desigualdades na expresion da derivada loga-
ritmica, para o noso caso particular, obtemos:

((o +it) , ( 1 )
RS gy Bt +2) = SR ,
“Corin © 2 In([t] Ejff ot

< ByIn([t| +2).
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onde B’ > 0.
Tomemos B” > 0 de xeito que B’ < B”In(a; + 2). Enton:

B' < B"In(a; +2) < B"In(|t| + 2),

e asi

¢'(o +1it) 1

onde By =B"+ By, s=0c+it,conl <o <2e |t| > a.
Finalmente para s = 2 4 it notemos que

1 1 — Bn n
Re( +—>:U On g s,
$=Pn Pn s — pul |pn

e como 0 < 3, <1, resulta

e asi de (23) obtemos a seguinte cota para o terceiro sumando do primeiro membro de (21),

(' (o + 2it)

“Rey sy < Baln(2 +2) < 2Bl + 2) (24)

Consideremos agora que p = [+ un cero non trivial de {(s) que sera fixo no que segue.
De (23) deducimos que

('(o+1it) 1
m < Bg 11’1(|t| + 2) — RGS — o

obtendo asi unha cota para o segundo membro de (21).
Polo tanto de (21), (22), (24) e (25) obtemos que:

—Re

(25)

0<

3 .
By +4BsIn(|t|+2) — 4
g1 T AR

e asi, existird unha constante absoluta B, > 0 tal que se 1 <o <2 e [t| > ay, e p é un cero
dado non trivial de {(s), enton

+2B;In(Jt] + 2),

o—1 (J—ﬂ)Q_{_(t_,-}/)Z+B4ln(|t|+2)7
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ou mellor,
oc—p 3
(0= BE+ (=) <7 + ByIn(|t] +2).

A partir de aqui a restricion de o < 2 pode ser suprimida, aumentando se fose preciso o
valor de By, xa que

o—p < 4
(c—=BP+(t=7)?"o-p

Pola eleccion de a; tense que || > aq, e enton tomando t = v, séguese que:

4 3
— < Byl 2) Vo>1. 26
—— - <Bi(hl+2) Vo (26)
Observemos primeiramente que da expresion anterior deducimos que 8 < 1, pois se 5 = 1,
seria 4 5

lim — = 00
os1to—0F o-—1 ’

4 <4 seoc>2.

o que ¢é absurdo, logo 8 < 1.
Enton dado A > 0, para cada o > 1, podemos escribir 0 = 1+A(1—/3), e asi a desigualdades
(26) é agora

4 3 1

Agora para A > 0 suficientemente grande, a expresion entre parénteses do lado esquerdo
resulta ser positiva, concretamente

Asi por exemplo para A = 4, obtemos:

&1

R (M)

onde ¢; = ﬁ.
Ata aqui probamos que se p = 3 + iy é un cero non trivial de ((s), enton:

&1

A (MY

Modificaremos agora a constante c; para que englobe tamén 6s ceros triviais.
Sexa ¢ := min{c;,2In2}. Para os ceros non triviais verificase:

C

Fel- BCED)

1
——<f<1
In(|v[ +2)
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Para os ceros triviais s = —2n, con n > 1, resulta que 0 = —2net=0ede 0 < g < 1
resulta:
< 9.1 2In2 < 2In2 < c
o< — - - -
- n2 — In(|y| +2) — In(|y| +2)

co que concluimos. O
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Capitulo 5

O Teorema do ntimero primo

5.1. A funcién de Chebyshev.

Para un ntimero real positivo z > 2 a funcién de contar nimeros primos é

:Zl’

p<z

que como é doado interpretar ven a contar os nimeros primos p menores ou iguais ca .
Chebyshev estableceu que existen constantes absolutas positivas c¢; e ¢y tales que
T (2) < x
ClT— ST Co—
Inz Inz’
é dicir,
m(x)

¢ < < ca.

x/Inx
De feito calculo esas constantes, ¢; era un valor moi préximo a un e c¢o excedia un pouco

a un. Isto levoulle a conxecturar que se o limite de 7T/l ) existe cando x — 00, enton deber

ser un, isto é

m(x

i @)

z—oo x/Inw -

No ano 1848 probou tal conxectura, e o que se conece como teorema de Chebyshev.
Tal conxectura conécese hoxe en dia como o Teorema dos Numeros Primos, que mostra-
remos. De feito obteremos un resultado méis forte, mostraremos que existe unha constante

absoluta ¢ > 0 tal que
/ B0 (aesV).
Inu

Para estudar a funcion 7(z) estudaremos unha funcion que esta estritamente relacionada
con ela: a funcion ¢ de Chebyshev.

107



108 CAPITULO 5. O TEOREMA DO NUMERO PRIMO

Definicién 5.1. Para un nimero real positivo, a funcion
= 2_Am)
n<x
onde A é a funcion de Mangoldt, denominase funcion de Chebyshev.

A seguinte proposicion establece as claves da relacion existente entre as funcions w(z) e
b(s).
Proposicién 5.2. Verificase:

1) Y(z) <7m(z)lnzx sex >1,

2) Sex>1e0<\<1, enton ¢(z) > X (n(z) — 2*) Inz,
m(z) b(x)
z/lnx T

Proba. Probamos 1).
Temos que:

3) lim, o0 =1<lim, o

=Y mp=%" Fn;] Inp,

pF<z p<x

onde a segunda igualdade é consecuencia de que para un p dado, o sumando Inp repitese

Inx tae
[lnp} veces, pois:

1
Pr<rekhp<hrek< [ﬂ}
Inp
Asi pois:
Inx
Zlnp<z hlp Zlnx—w )Inz.

pk<z p<x p<z

Probamos 2).

Zlnp> Zlnp> Z Inp

> (r(x) = =) s > (x(a) — )
= \(7(2) — M) Inz.

Probamos 3).

(<)
Y(z) <7m(z)lnz = ff) < W(x?pln$ Ij(lffl)x
ﬁlzllmwgl 7(x)
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Por outra parte:

x x
=\ () Az} nz
xz/Inx
Sen embargo, para 0 < A < 1, resulta
Anx Azt A )
, A—1 o , o , _ , o 5 N
wh_g)lo Az lne = xh_}r{.lOF = xh_g)lo A== 1-x xh—{{.lo? =0, (L’Hopital)
logo

TR TG T GOl
r—oo T—00 .Z'/ Inz

e como a anterior desigualdade é valida par calquera A < 1, en realidade

m(x)

<1
v=oox/Inz —

e con isto probamos a primeira implicacion.
(=)
Sen entrar en repeticions:

() < lim —W(x) =

i —
mggo r T z—o0 z/lngg
Bastara ver que 1 < lim,_, w(x)
T
Pero
T I eI CO N
r—oo T—00 fIf/ Inz
logo
m Y
r—o00 I

]

Tamén hai unha igualdade que relaciona a funcién de Chebyshev ca expresion da derivada
logaritmica da funcién zeta. Mostramola a continuacion.

Proposicion 5.3. Para o > 1, verificase:

) [
=), o
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Proba. Recordemos que

)= 3 Aln),

n<lx

e para ¢ > 1, tamén vimos no lema 4.15 que

¢(s) _ AW
¢(s) —2

n=1

Apliquemos a identidade de Abel vista no lema 1.13 con @ = 1, b > 1 un real, ¢, = A(n),

flz) = w_lsa ec(r) = Zl<n§b A(n) = Y(x).

Enton:
A(n) A(n) b dx 1
I R RO

1<n<b 1<n<b

1

3s — 0 cando b — oo, e tomando limites na igualdade previa

Bastara ver que 1(b)
haberiamos rematado.

Pois ben, como

P(x) = ZA(n) = Z Inp <zlnz, (pola proposicion 5.2)
P

n<x k<g

para o > 1, sera

|
i [P3)] 2 Y0 o gy, FI02
z—oo | xS z—o0 I° r—oo 7
. Inzx , x!
= lim = lim
z—00 ro—1 T—00 (0’ — 1).%‘7*2
i 1
= lim =0

Polo tanto

5.2. A férmula explicita da funcién de Chebyshev

O obxectivo desta seccion é representar & funcion de Chebyshev como suma sobre os ceros
da ((s).

O métodos de integracion complexa permiten escribir formulas explicitas que conectan
os diversos tipos de sumas sobre os nimeros primos cos ceros da funciéon zeta. Mostraremos
unha destas formulas. Para elo serd preciso o seguinte lema.
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Lema 5.4. Paraa > 0,b>0eT > 0, sexan:

1 bHT s 0 sel0<a<l,
I(a,T) = — —ds e 0a):=43 sea=1,
21t Jo_ir S . ]
sea> 1.

Enton:
a’min{1, T~ Ina|~'} se a # 1,

[H(a, T) = 0(a)] < {le se a=1.

Proba. Distinguiremos os casos.

Caso a > 1.
Sexa U > b con U > 1 e consideremos o contorno rectangular I' da figura adxunta:

=U+T T h+iT

—u-iT -T

- resulta que f € H(C — {0}) e ademais presenta en s = 0 un polo

Tomando f(s) =
0) = 1, o teorema dos residuos permitenos escribir:

simple. Dado que Res

(S

1
— —ds =1,
21 Jp s
ou equivalentemente,
1 b+iT a’ 1
— —ds=1— — —d ——/—d—— —ds.
21 Jo_ir S 2mi 2m Jip 21 Jrr s

Calculando cada integral 6 longo do seu respectivo segmento (camino), obtemos:
1 a’ b+iT a’ b a7+¢T
P —ds = —/ —ds = —/ —dT
2mi J; s Ui S _y T+l
b T4+iT b T
a a
< / | | dr / —dr
U|7’—|—2T| _u |T+iT|

/ 1 ab a Y
< — TdT— == — - —,
lna g T Ina Ina

as
ds

=
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onde 7 entenderemos que é o parametro que determina o camino, neste caso (1) = 7 + T,
con 7 € [—U, 1.

Analogamente:

Ademais:

as —U+iT a® T a—U—l—iT
—ds = — —ds = —1i —dr
s —U—ir S r—U+ir

a’ T an T
/ —ds| < / —dr < / aVdr =2Ta7 Y
s 7 | = U +it| T
Deducimos entén:

1 b+iT s s
—/ Cas—1|=|— /—d—— —d—— @ ds
21t Jy_ir S 2mi 2mi 2mi

Iir S

=

1 [T g ab ab
L / LCas—1| < <
21t Jo_ir S ml'lna — T'lna

Vexamos agora a outra desigualdade para este caso.
Consideremos o contorno I' da figura adxunta:

T b+T
R b
0
T bHT

formado polo segmento que une b— i7" con b+147T e o correspondente arco C' de circunferencia
de centro 0 e radio R := v/b? + T72.
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De novo polo teorema dos residuos, obtemos:

1 s 1 b+iT s 1 s
1 = — a—dS = — a—dS + b a—dS
21 Jp s 21t Jy_ir S 21 Jo s
Entoén:
1 b+iT s 1 s
—_— a—dS —1= —_ a—dS
21t Jo_ir S 2mi Joos

1 b+iT s 1
271 b—iT S 27

< 1
—su
. p

onde C* denota a traza do arco de circunferencia C' e Lonx(C) a stia lonxitude.
Agora, se s € C temos que —R < 0 < b, e asi |a°| = a” < a’. Ademais, se s € C* sera
|s| = R e por ser C' un arco de circunferencia de radio R, Lonx(C') < 27 R.

As b+iT b
1 " oa® a

— “ds—1| < —929rR =a’

/b S ‘_QRW a’,

21t Jy_ir S m

/a—ds
CS

s € C*} - Lonx(C),

s

S

co que rematamos a proba no caso a > 1.
Caso 0 <a < 1.
Sexa U > b con U > 1 e consideremos o contorno rectangular I' da figura adxunta:

Tt b+iT 3 U+T

-Tr b-iT < U-iT

A vista da figura, deducimos que Ind(T,0) = 0, pois 0 ¢ Int(I'), e polo teorema dos

residuos resulta: 1 s
a
— [ —ds =0,

21t Jp s
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equivalentemente
1 b+iT a 1 as
— —ds = —— —d - — —d - — —ds.
21t Sy S 2mi 2m 21t Jir s

De novo calculando para este caso cada integral 6 longo do seu respectivo segmento,
resulta:

1 s U _1+iT
— & s = / ¢ —dr
2w J; s py T+

1 s 1 T 1 (Y
:>—,/a—ds §—,/Ld7’§—/ a’dr
211 J; s 2mi Jp |T+ T T/,
_1 a” U_l aV a® <1 b
T lnab_T Ina Ina/) — T
a

a
1 CLU b
< — .
- T (|lna] N ]lna\)
1 a’ 1 av a®
5= —ds S Tt
270 Ji S |Inal ~ |Inal

Ina Ina
a’s U+iT a® T aUJr’iT
—ds:—/ —d$:—i/ —dT
7S Ui S _r U+t

CLS T CZU T
/ —ds| < / —dT < / aVdr = 2TdY.
I s T |U | -T

1 [T g 1 a? ab
— —d — |+ —— +T%Y ).
2mi /bz-T P 7rT<Hna|+]lnoz|jL ¢ >

Dado que 0 < a < 1, de novo pasando limites a4 anterior igualdade cando U — oo,

resulta: '
1 b+’LT asd <
_. — S
21t Jy_ir S -

Vexamos agora a outra desigualdade para este caso.
Consideremos o contorno I' da figura adxunta:
formada polo segmento que une b— 1" con b+1iT, e o correspondente arco C' da circunferencia

de centro 0 e radio R := /b? + T2.

De igual modo:

Ademais:

=

Deducimos pois:

a® a®

< .
7T |Ina| = T|lnal
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Tl b+T
bA R
-TL
h=iT
Polo teorema dos residuos:
1 s 1 b+iT s 1 s
0 = — a—ds —_— a—dS + b a—dS
21 Jp s 21t Jy_ir S 2m Jo s
Entén:
1 b+iT s 1 s
b a—dS = —— a—dS
21t Jy_ir S 21 Jo s
1 b+iT as 1 as
= |— —ds| < —supy |—
21t Jy_ir S 2m S
Agora, dado que 0 < a < 1 eb < o < R serd |a°| = a° < a’. Ademais |s| = R e
Lonx(C) < 7R, co cal
1 /bJ’iT a’ arR _a®
— —ds| < < — <
271 b—iT S — 2rR T 2 —
co que probamos a outra desigualdade para este caso.
Caso a = 1.
1 M Tds 1 (T IR | 1 (T b—ir
— - — 7 = = |
2w Jo_ip S 2mi J_p b+ar 2 J_p b4t 2r J_
I S
= — ——dT — i— ——drT.
27?/_T1)2+7'QT 27r/_Tb2+727

Notemos que o integrando da dltima integral representa unha funciéon impar, e como o
intervalo de integraciéon é simétrico respecto a orixe, a integral resulta ser nula. Isto é:

T
-
——dr=0.
/T52+7'2 !

15 € C*} - Lonx(C).

.
Tb2+7_2

115
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Temos asi que:

1 as 1 " b 1 "2 1" b
— — = ——dr = — ——dr = — ———dr
21t Jo_ip s 2w J_p U2+ 72 2w Jo b2+ 72 T Jo b+ T2
1[5 1 L[> 1 ©
— _/ dv = = / dv — / ——dv
TJy 1402 T \Jo 1402 r 1+v?
>~ 1 1 (n >~ 1
1 o _ (T _
(tan ()|, /{ e dv) - (2 [F T dv)

T

onde efectuamos o cambio de variable v =

=

Finalmente:
1 [T ds 1] 1 [ 1 1 [>~1
R T N
27t Jo_ir S 2 mJr 1+ T )T v?
1 11* b b
= — _—— = — < J—
T V|7 al — T
Con isto probamos o lema. O

Definicién 5.5. Definese a funcion 1y como:

Y(x) se x non é potencia dun primo,

Po(x) ==

1
U(x) — §A(a:) se x € potencia dun primo.
Teorema 5.6. Para x > e, T > 2, verificase:

bowy=e- 3 2SO Ly ey R ),

onde p = B + iy denota os ceros non triviais da funcion ((s), e
In*(2T
|R(z,T)| < %(x) + (lnx)mz’n{l, ﬁ}
sendo (x) a distancia de x d potencia dun primo mdis prézimo a x e distinta de .
¢'(0)
¢(0)

= In 27, e que tamén para |s| < 1 verificase a seguinte igualdade:

Proba. E sabido que

[e.e]

1
In(l—s)=— Z —s",
n

n=1
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de onde deducimos:

x
—In(1 —2%) = —,
w
w
sendo w = —2n con n = —1,—2, ..., son os ceros triviais da funcién zeta.

Polo corolario 4.18 existe 17 tal que T' < T} < T + 1, de xeito que calquera cero non
trivial p = § + iy de ((s) verifica

1
|’Y—T1|

=O(InT).

1
Sexax >e,eb=1+ e Consideremos a integral
nzr

B 1 b+iTy C/<$) s
T h)=53 / (‘ c<s>) O

Na rexion o > 1, en virtude do lema 4.15, temos que

Wo(z) — J(z,Th)| = ZA(nH%A(@ _ L‘/bb% (_c’(s>> a;ds

e 210 Jy—imy ¢(s)
1 1 b+iT7 A(n) s
= A —A(x) — — ——d
;x (n) + 2 (z) 270 /b_m ; n s |

en onde o término %A(:z:) aparece soamente se x é unha potencia dun primo.

Notemos que se s € [b— T, b+ iT], enton:

A(n) z* ZAn)z® 2 S An)
= o<
;nss Zln"|s]_b;nb

Logo o criterio M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie baixo a integral
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sobre [b —iT, b+ T}, e entén podemos integrar termo a termo para obter:

b+iTy T\ 5 ds

o) I 1)) =[S M) + M)~ oAz [ (0) D

= 3 Am) + %A(m) - i A(n)I (g n)
=[S A6 = S A7 (2,71) + A - A1 T) - YA (1)

[ >>+A<>(;—m> S (2
<ZA -1 (— )|+ A@)

- Al (5.1)]
Tendo en conta o lema previo 5.4 deducimos:

o (x) — J (2, T})| < g:l (%)bmin {LTfl ‘m %(1} + AT,
e
2 (g)bmin {1,T11

_1}
n#x

podémola descomponer en suma de dias series como segue

b
Z (f) min {1,T11
n

{ng%m}u{nzgx} Zx<n<%x

1
- —1I1(1,T7)
2

A serie

x -1
n

Para os termos da primeira serie, temos que ‘51 <Zouir < %, co cal |ln %| esta delimitado
inferiormente, pois:

4 4
_S£:>1§£:>O§ln£:>‘lng)zlnzzm—,
3 n n n n n 3
e
zgé:£<1:>ln£<0:>‘lnz‘:—lnzz—lné
n 5 n n n n 5

Tendo en conta que e = x, serd 2° = v'*mz = ex, e asi a primeira serie é:
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!
Ademais, posto que
G(s) = . .
x> eel <b<2, nestarexién vimos na demostracion do teorema 4.23 De la Vallée-Poussin

presenta en s = 1 un polo simple de residuo igual a —1, e 6 ser

que:

¢ 1 _
C(b) < b——l = hl[L‘,

co cal
zlnzx

AN _ x|~1
g <—> min 1,T11‘1n—‘ <
] n n T
{nﬁ%x}u{nzg:p}
Vexamos agora a segunda serie.
En primeiro lugar consideremos os n tales que %x < n < x. Denotemos por x; 0 maior

numero natural menor que x que sexa potencia dun nimero primo. Podemos suponer %x <
xr1 < x, xa que do contrario, por definicién de A, o termos que estamos considerando serian

todos nulos.
Para o termo con n = xq, temos que:

lnzzlnﬁzlnx—lmxl:—(lmxl—lmw):—lnﬂ
n ) x
T — T 1 /e—x\"_ z—m
=—In(1- = — >
(o) () =

onde o paso a desenrolo en serie logaritmica esta xustificado polo feito de que

Temos pois que o termo con n = x; é:
< A( )'{1 - }<<(1 )'{1 ‘ }
ry)min< 1, ———— nr)ming 1, ——
! Tl(ﬂf—l’l) Tl(l’—.l’1>

< (Inz)min {1, zj> } .

Consideremos agora os termos con n # x;. Podemos supofier que n < 1, pois se x; <
n < z, enton A(n) = 0 pola definicion de A e x;. Para n < x;, tense que n = x; — v con

O<rv< }lx, pois:

3 3 3
—35<n:x1—V:>x1—zlx>y>0:>x—zlx>y>0,

4
e entén
v 1 x<1 4_1<1
r, 4z 4 3 37
co cal
mfzmﬂ:—mﬂz—mO—i)zi.
n n T X1 T
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Polo tanto, a suma dos termos con n # x; é:

< Z Axl—vjl,lxlz Z Axl—y

0<u< x 0<V< T

Sﬁ(l nz) Y 1<<—(1n )?

T
O<V<4z

< %(ln x)?, (ver por exemplo a proba do lema 4.16).

1

Os termos con © < n < %x estudanse de igual modo, ca salvidade de que x; pasa a ser x5

que serd o menor niimero natural maior que z que sexa potencias dun primo.

Escribamos (z) para a distancia de x & potencia dun primo mais proxima a z e distinta

de x. Polo dito ata agora, séguese que:

[o(z) — J(x,Th)| < (l;lx) +(1nx)min{1 Tj >}+A( );1

e como

b 2Inx
Az)— <
< )T Tl )
resulta que
z(lnx)?

W’O( ) ($ T1)| <

7t (mojmin {1, Tj@ } .

Consideremos agora o contorno I' rectangular da figura adxunta:

—U+T T b+iT

onde U > 3 é un enteiro impar.
Empregaremos o seguinte resultado conecido:
Se 2 C C é un aberto, so € Qe g € H(2) con g(sg) # 0. Enton:

1) Se f € H(Q) e f ten en s¢ un cero de orde m, enton F' := gf7/ ten en so un polo simple

e Res(F, sg) = mg(so).
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2) Se f € H(Q2—{so}) ten en sy un polo de orde m, entéon F' ten en sy un polo simple e
Res(F, so) = —mg(so).

¢'(s)
¢(s)

Aplicando este resultado, deducimos que a funcion — % ten polos simples nos puntos:

i) s =1 con residuo igual a x,

ii) s = p con residuo —k:(p)%, para cada cero non trivial de ((s) onde k(p) denota a
multiplicidade do respectivo cero.

. —2n ..
iii) s=—2nconn=1,2,.., con residuo —*—, para cada cero trivial de ((s).

Ademais en s = 0 ten un polo simple con residuo
!/ !/
=0\ ((s) ¢(0)

Aplicando o teorema dos residuos, tendo en conta que pola eleccion de T7 e de U non
existen ceros de ((s) en I', resulta:

L@\, )
oni ( <<s>) 5 2 L) T 2 T

|v|<T1 0<2n<U

é dicir,

1 b+iTy / s
J(@,Ty) = _,/ <_< <3>) 7 g
210 Jy_im, C(s) /) s
zf ('(0) P | ( C’(s)) x
=T — —_ - — - — — —ds—
2w 2 T wmi e s
1 / S 1 ! s
L (_C(S))x_ds__' <_C(S)>x_ds' @)
2mi Jir C(s) /) s 210 Jrir C(s)/) s
Acoutaremos agora cada unha das integrais.
Dado que Ty} > T > 2 para s = 0 + 11} con —1 < o < 2, polo corolario 4.20 tense:

¢'(s) 1 om
O M_TZHSI P +0(nTy).

Para cada sumando desta suma verificase:

s =pl=I(o=pB)+i(Ty =) = |y = Thl
L1 1
s = plly = Thl

<L InT S thl,
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pola eleccion de T} e corolario 4.18.

Logo:
¢'(s) 2
< In T1 3
o) @
A cota (3) vainos permitir acoutar modularmente a integral sobre o segmento 1.
En efecto:

)T L C&0) 5= [ (i)

q
C'(s)\ z* ¢'(t+1iTy) x”
= /f(‘«s))?ds‘ﬁ/ (v imy) | v
B (T +4Ty) x” P (r +iTh) xT
_/ C(r +iT) |¢+z‘ledT+/1 Cor i) | Jr v

Agora, por (3) a segunda integral é:

12T b 12T r b 12T b
< - 1/ P s B _mh v
e Inz|_ 11 Inx

exIn® T zln® Ty
< .
TiInx Tilnx

Respecto 4 primeira integral, dado que 0 < —1 e (0 +iT}) +2n| > T3 > 2 > = para
calquera n = 1,2, ..., tense, pola proposicion 4.22, que:

C/(O' + ZTl)

In(2 T
(o +iT) < In(2|o + iT1)),

debido a que s non esta en ningun dos circulos pechados de radio % con centro nun cero
trivial —2n de ((s).

Dado que a funcién f(z) =}

L & decrecente en (e, 00), resulta

1n(2|0—|—2T1|) < ln2T1
2|0'+ZT1| B 2T1 ’

e polo tanto a primeira integral é:

27, [t - In27y | 27 ! 27y [z~ =z27U
< z7dr = = —
T _U T, nr| T Inx Inz
In 2T1 1 1 In 2T1
= - )< .
Tilnx U)— Tizlnx
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Posto que

In 277 < lan _2InTy 1 .21n21nT1
Tizlnxe — Tizlnz Tixlnx In2 Tizlnzx
1 zln®*Ty zln® Ty

“ 2 Tyrlnz = Tizlnz’

deducimos que

[(‘gg;)§d4<:%%E%- (4)

O método a seguir para acoutar a integral sobre o segmento I/ e completamente andlogo
obtendo a mesma cota.

Alternativamente podemos razoar do seguinte modo. Da expresion da derivada logaritmica

vista no teorema 4.14, (e tendo presente que By é real), tense que CC(( )) é o conxugado de @,

¢G)
e daquela a integral sobre o segmente [1] é a oposta do conxugado da integral sobre o
segmento I, e polo tanto tefien 0 mesmo modulo. Asi

[, 65 5« o g

Por tltimo, para a integral sobre o segmento I, temos que:

CI(S) 75 B —U+iT C/(S T U+ 27_) x*U+iT
/II (_C(S))?ds__/_c/ i ( ¢(s) )? / < U—HT)) —U—i—z'TdT
¢(s)) 2°, =Y ) Y
NG s 7) ‘l/ o | o
In2U B 1 U T1 InU

onde a tultima limitacion é debido a que U > 3 e impar, e aplicando a proposicion 4.22
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Empregando (1), (2), (4), (5), (6) convenientemente, deducimos que:

olz) = t(w) — I, ) + T, Th), (por (2)
() - Je Ty e SO v
= vl = Jw ) e 3 T ) T 2,

(58) 5o (58 5o 58 5

= [o(T) — x—zx—p— 0— Z

<z P

< [ol) — I, T + 5 /Iw(g, 5. 2)ds
+% /Hw(C,s,x)ds,
< an + (Inxz) mln{ ) }—Fiﬂ /Iw(gs,x)ds +

Wﬂmmmm+

o

! (por (1))

2
+ J— / w C s, gj 2i / ((,s,x)ds y (POI" (3)7(4)7(5))
z(lnx)? “a { } z(lnz)? N TyInU
T, (In z)min ) T Ul

Polo tanto, podemos escribir:

/0 T n
— Z __—0) Z “on ([I),U,Tl),

|v|<T1 0<2n<U
onde ) (In2)?
xIn"Ty TiInU x(lnz T
T 1 inql .
R(l’, U7 1) < Tl + UxU + Tl + ( HZL')HIIII { ) Tl <$> }

Pasando a limites a anterior igualdade cando U — oo, resulta:
T1 InU

— 0
UzV ’
¢ 2 2
" X g 1
= —In(1 — 2?).
> Do 2T, ~ahl=eY
0<2n<U n=1

Ademais:
mln2T1+mln2x<:cln2T1 xlnza:_
T1 Inzx T1 - T1 Tl Tl

T(lnTl +1Inxz)* = 7Tllnz(:l:Tl).

—(In*T, + In® )
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Asi pois:

Po(x) = — Z x——%— Z a;_n—l—R(x,Tl),

p
—2n
|v|<T1 P ) 0<2n<U

onde
R(z,T}) = lim R(z,U,T}),
U—oco

z In?(2Ty) x
R(z, T ——=+ (1 nql,——7.
|R(x,T})| < T + (Inz)min { T }

Por dltimo vexamos que 717 pode ser substituido por 7.
Dado que T < Ty < T + 1, sera Til < %, logo:

g 1n2(xT) nz)min T
|R(z,T))| < T (Inz) {1, T }

Ademais:

x” 2P x o

— =SS S

pl o lel =l =W T

e dado que o nimero de ceros non triviais da funcion zeta que verifiquen 7" < |y| < 7} non
exceden cInT, como vimos no corolario 4.18, debe ser:

Z ;p_ﬂ < zInT
, P g
Logo:
p g
Yo(z) =2 — S Z I__i(g])_%ln(l—mz)JrR(m’Tl)
lv|<T P T<|y|<Ty P <)
P !
[v|<T p
con
P
R(z,T) = R(x,T}) — Z —
T<|v|<Ty
Asi:

R, T) < R +] 3 2

T<|y|<T:

(In 2)min {1, szx> } .

z1n?(27)
« Ly
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NOTA 1: Se se fai T' — oo, entéon R(z,T) — 0.

Polo tanto
z? '(0) 2
Yo(x) =2 — — === ——-In(l—=
(@) ~p ((0) )
B _pr_fl(o)_ T
~p (0) Fw
onde w = —2n, con n = 1,2, ..., son os ceros triviais de ((s), e
xf xP
Z — = 7llm —.
P P e [v|<T P

NOTA 2: Se x é un enteiro, neste caso (r) > 1, e daquela

zIn?(2T)

R, T)| < =

Corolario 5.7. Para x > e e T > 2, verificase:

Ya)=a— Y "o (%) + O(Inz).

<t P
Proba. Como . .
9
——In(l—-277) < —§ln (1—6—2) :
do teorema dediicese:
p In?(xT
i) =2 = 3 20 (T ) 4 o),
[vI<T p

O resultado séguese, tendo en conta que ¥ (x) = o(z) ou ¥(x) = ho(z) + tA(x), e
A(z) < Ilnz. O

5.3. O Teorema do Numero Primo

O teorema do nimero primo ¢ un dos resultados mais relevantes na teoria de ntimeros.

A orixe da conxectura débese a Gauus ala por 1791, cando tan so tina 14 anos. Debido
a el usamos 7(x) para referirnos aos nimeros primos menores ou iguais a z. Posteriormente,
en 1798, o teorema tamén foi conxecturado por Legendre establecendo que 7(x) parecia ter

a forma
T

Alnx+ B’
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Ambos, tanto Gauss como Legendre, estableceron notables mellorias para dita conxectura,
ata conseguir o resultado tal e como o conecemos hoxe en dia. Cabe mencionar que fixeron
contribucions a este propoésito Chebyshev, Riemann e Dirichlet.

En esencia, di que os nimeros primos menores ou iguales que x, m(z), satisfai a relacion
asintotica

(2) ~ ——
Inz

Non foi ata 1896 cando nos atopamos ca primeira demostracion do teorema establecida
de forma independente por Hadamard e De la Vallée-Poussin.

Tanto a demostraciéon de Hadamard como a De la Vallée-Poussin, e outras posteriores,
apoiaronse na poderosa maquinaria da teoria de funcions complexa desenrolada 6 longo de
século XIX, en particular na funcion zeta de Riemann.

Sen embargo, a sorpresa non acababa ai. En 1949 Paul Erdos e Atle Selberg deron unha
demostracion do teorema dos nlimeros primos empregando argumentos de natureza elemental.

Neste traballo, como é doado adivinar, a proba que veremos basease na funcién zeta de
Riemann, ou mellor dito, no traballo de empezado por Legendre, Gauss, Dirichlet, Riemann,
Chebyshev..., culminado por Hadamard e De la Vallée-Poussin, e posteriormente... En fin.

Lema 5.8. Para T > 2 lense que

onde p = B+ iy son os ceros non triviais de ((s).
Proba. Tense que:
1 1
ZH ZHZQZ,+Z D2 ), o
= 1P o<yt 1P 0<y<1 l 1<7<T 1<y<r P
Acoutemos esta tltima suma:

S EDSEES DML T

1<~<T Pl 1<7<T n=1 n<'y<n+1

-

(7]
S
<~<T n=1n<y<n+1
Agora, o ntmero de ceros que verifica n < v < n + 1, en virtude do corolario 4.18, non

exceden cln(n + 2) < cln(T + 2).

Posto que
1 1
_§_7
ol n
sera:
(7] 1 (7] 1 (7] 1
— < — 1=0(n(T +2
)BIDBEEED SLED SR EICTEE D BE
n=1 n<y<n+1 n=1 n<y<n+1 n=1
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e como:
[T]

1
g - <InT]<InT < In(T + 2),
n=1

concliese que:

> L O(In*(T +2)).

152r

De
In*(T +2) < In*(27) < In*(T?) = 41n*T,

obtense o desexado. O

O seguinte teorema ¢ o resultado forte que nos permitira obter a proba do teorema do
nimero primo.

Teorema 5.9. FExiste un nimero real ¢ > 0 tal que para x > 2 tense:

a) U(z) =z + O(ze VIn7)
b) m(x) = Li(z) + O(ze~5V™%) onde Li(z) = [} lill_l;

Proba. Probamos a).
Polo corolario 5.7 tense que

Ya)=z— ” L0 (%) +O(Inz)

<t P

paracadal >2ex > e.
Polo teorema de De La Vallée-Poussin 4.23 existe un namero real a’ > 0 tal que para cada
cero p = (8 + 1y tense

!/

S ()
Entoén para os p = +ivy con |y| <T:
o
6<1—E@:5,
e asi
2P| = 2P < x<l_m) = xx_ﬁ
_ xe—ﬁlnx.
Posto que

In(T +2) <In(2T) < In(T?) = 2InT,
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séguese que

a a

CIn(T +2) = 2In(T)’

e daquela
alnx

|2f| < xe” mT

con a = %' > 0.
Polo lema 5.8:

p alilnx
Z T« z(In T>2€<_ W)
i<t P
Polo tanto: (T
[(z) — x| < zin(@T) +Inx+ $(1HT)26<_%>.
In?(xT
Tomemos T := V"%, Como T < z, resulta que Inx < %(55)7 e asi:
T zn*(2T alne
W(z) — 2| < = T<“’ ) 4o T2eC38) « TET) | e -5)
< z(In®z)e V™ 4 z(Inz)e V™" pois (In(zT) < In(z?))

< z(In® x)e VN,

con w := min{l,a}.
Sexa A tal que 0 < A < w. Tense que:

In*z < e’\”m, Vo >e.

En efecto, como
In?z

lim —
T—>00 e)\'\/ Inz ’

existira M tal que
In?z
e)\m <1 Vzx>M.
Se M < e, entéon Iz < eV yg>e.

Se e < M, enton, por ser continua a funcion:

In? x
€ e, M] — W
existe A tal que
In?z

ekmgA Vo € e, M].
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Polo tanto:
In* 7 < max{1, A}eV"" se z>e.

Temos asi que:
|w(x) o I" < x)\\/me—w Inz — xe_(“’_)‘)‘/m.

Tomando ¢ := w — a, tense que
Y(zr)=2+0 (xe’cm) , Yx >e.

Vexamos que isto tamén se verifica para 2 <z < e:
Se 2 <z <e, sera Y(xr) = A(2) = In2. Pero:

2<x<e=—-22>—x 2> —e¢,

e
A2)=In2=-2+mIn2>¢Y(z)—z>—-e+In2> —e,
co cal
[p(z) —z| =2 —(z) <e.
Ademais:
ge—cVinz >zxe ©>2 ¢ (2<z<e).
Logo:

[h(z) —x| <e=c"2e°< crre~VIne

con ¢* = Le!*¢ e ash:

Y(zr) =240 (xe_cm>

tamén se 2 <z < e.
Probamos b).

Sexa
S(x);:Z%ZZZH 3 ﬁ?:w(ggw 3 ?IE:?

n<z p<x n=pF<z n=pF<z
k>2 k>2

Para cada sumando da tltima suma, tense que:

A(n)  Inp Inp 1

= = =—- <1
Inn  Inpt  klnp Kk —

Cada primo p que aparece ten que verificar: p* < z, é dicir, p < /7. Logo o ntimero de
Inz

. " k s -
primos que agarece é¢ < /x. Doutra parte, 2 < z = k < 5, € asi o namero de k que
aparecen ¢ < 22. Polo tanto:

S(z) = m(z) + O(v/zInx), Vo> 2.
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Consideremos a sucesion ¢, = A(n) e a funcion
1
f:2,z] > C, f(v)=—.

Inw

Aplicando a identidade de Abel vista no lema 1.13, deducimos:

S e f(n) = / ") (w)dv + o) f(2),

2<n<zx
onde
W)= ca= D Aln)=1v(v)—A2) =¥(v) —In2.
2<n<v 2<n<v
Polo tanto: A) N ; $(&) - In2
n v r)—In
> A - [ - w4 2
oimey BT 2 vin“v nw
e como A(n) AQ)
n
Z Inn =5(@) - In2 =5@) -1
2<n<lz
tense que
Tp(v)dv  P(x) /I In2 In2
= 1— dv — .
S(@) » vin®v * Inz + , vin®v YT e
Tense que:
* 1n 2dv —17" 1 1 In2
———=(In2)|—| =(In2)|——-——|=1——
/2 vin®v (In )LHU:|2 (In )Ln2 lnx} Inz’
polo que
1
1_/ n2;1@_1n_2:0’
o vin“v Inzx
“ Y | v(a)
v)dv T
Sle) = 5 vin?v * lnx

Pola parte a) tense que:
Y(v)=v+ 0O <U6_6m> , v>2
¢ dicir
$(v) = v+ R(v),

con |[R(v)| < dve~ Vv > 2.

Logo:

T d x
S(m):/ V +/ R(U)dv+i+@.
2 2

Inv vinv Inz Inz

131
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—d
Integrando por partes con f = —v, dg = _222 :
vin“ov
T odv r [T dv 2
o In?v Inz J, nv In2
Logo:
, 2 * R(v) R(x)
=L — d
S(z) z($)+ln2 -I—/2 RO + ma’
e asi
: 2 “R(v)| | R(z)|
—L < — ——dv+ ————.
S() = Lit@)| < g + [ prldo+ T

Probaremos agora que esta tultima expresion é
— <./
< xe VT \yp > 9

o cal se tera que
S(x) = Li(z) + O(ze V™), Yz > 2.

Tense:
2 +/‘T |R(v)|dv N |R(x)| < 2 /"” c’vefcmd N dxe—cVine
— — v
In 2 5 wvin®v Inz — In2 »  wvin*v Inx
2 X
< ‘l‘/ e—cmdv + xe—cx/lnx.
In2 9
Ocorre que,
— < c*xe_%”“, Vo > 2

In2

L —c\/ 4 . .
sendo ¢* > 0 unha constante, xa que a funciéon z — re™ 2 Iz esta acotada inferiormente por
2
., . c_ . s 2
un numero maior que 0 en [2,00): decrece de 2 a e16 e crece a partir de ahi; e enton o valor
2

c_ sos
que toma en ei é un minimo.
Vexamos agora que

x
/ e—cx/lnvdv +Ie—cx/lnm < xe—%vlnm7 Vo > 2.
2

Estudaremos separadamente os x tales que 21 < 2, e os x tales que 2 < x%, é dicir, os x tales
que 2 < x < 16, e os z tales que 16 < .
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s Se 2 < i

N

xT

/ e—cx/mdv + :L,e—cx/lnar — e—cmdv + /1 e—cx/mdv + ZEG_CVlnx
2 x4

2
1

x4 T
</ e—chnZdv_'_ 6_%\/lnxdv+$€_c\/lnx
— 1

2 x4

— eV 2(ph _9) 4 o3V (g — 7)) 4 gemVIME

—cv/ 1 —c./ —cv/
<e V2 4 pemaVIne 4 pemcvine
— 71 _7(’-
< C\/1112a:,4 izxe 2\/1111'

Como )
/. xZ
lim °—1 = O,
TH00 T3 VINT
resulta que
1 _c/
1 & pe 2Vine

?

e polo tanto:
T
/ e~V dy  xemVINT & gem2VINT (se 1 > 16).
2

Calculo do limite: con ¢t = Inz o limite transformase en

1
Ii et Ii !
1m = l1m
TH$00 ete—g\/{E TH00 e%t—%\/z

=0.

= Se ri <2<z, édicir, 2 <z <16, como a funcion
xT
z € [2,16] — / e~ VInvgy 4 gemeVine
2
é continua, resulta que estd acoutada, é dicir,

/ eIy + peVT < B, se 2 < a < 16.
2

c B
Sexa M = min {me’im/ 2<x< 16} > (. Sexa c; talque B = ;M (é dicir, ¢ = M) )
Enton, para 2 < z < 16:

X
/ e~V Qy 4 pem VIt < B = M < clxe’§V1nx.
2

Isto remata a demostracion de que S(x) = Li(z) + O (we’g 1”).
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Tamén temos visto que S(z) = m(x) + O(y/x Inx), logo:
m(z) — Li(z)| < |7(z) — S(z)| + |S(x) — Li(z)] < VTlnz + ze V"% & gem5VIne,
onde o dltimo paso é consecuencia de que

Vzlnz < e zvVine,

Xa que
rlnx
lim \/_— —

c
T00 poT 3 Inz

Isto proba b).

Corolario 5.10. lim M

=00 I

= 1.

Proba. Do teorema dedtcese que

x
polo tanto
‘¢(x) _ 1‘ << efcm’
x
co que
TGO Y
o0 I

A relacién entre a funciéon de Chebyshev e a funcién de contar niimeros primos vista na
proposicion 5.2, deste corolario séguese a proba do teorema do nimero primo:

m(x)

lim =
z—oo x/Inx

]

5.4. A hipoéteses de Riemann no erro do T. do niimero
primo.

Nesta seccion daremos un resultado relativo & hipoteses de Riemann e a limitacion do
termo do erro no teorema do niimero primo. E o seguinte resultado:

Proposicién 5.11. Seza % <60 <1 un nimero real fizo. Equivalen:
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1) ¥(z) =240 (z’In’*z) para z>2.

2) C(s) #0 para o> 0.

Ademais, se estas condicions se verifica, enton:
m(z) = Li(z) + O (2’Inz) para z> 2.
En particular, para 60 = %, a hipoteses de Riemann € equivalente a:
Y(z)=x+ 0O (ac% In? :z:) para x> 2,

e isto implica

m(x) = Li(z) + O (:17% In :L‘) para T > 2.

Proba.
1) = 2).
Para o > 1 pola proposicién 5.3 temos que:

/ dJ strl
Escribindo ¢(z) = = + R(z) con R( ) = (z) —x e |R(z)| < ca’ln*x para x > 2,
obtemos:
¢'(s) /OO dx /OO R(z)
_ — = d
¢(s) ’ 1 27 o o astt !

* R(x
:sil+s/1 S(H)dx para o > 1.

Veremos que a integral f = de converxe uniformemente sobre cada compacto do se-
miplano o > 6.
Sexa pois K un compacto. Existe a > 6 tal que 0 > a Vs € K. Enton para s € K :

R(x)

(L.s—i-l

01,2 61..2
c’In“x  cax’Inx o
< =cx s, VseK.
IO’-‘rl :L‘a—&-l

Vexamos que [~ cz™* *?In2dr < oo, o que determinard que a integral [ fs(ff dx

converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano o > 6.
Integrando por partes con u = In*z = du = %ln xdr, e dv =271 = ¢y = a_—_lé)

resulta:
0o 1 _1 2 S 2 [e%)
/ cx 002 pdr = n + / 7 adx
1 a—6 | xz% |, a—-0)

2 o0
= / = ede,
a — 0 1

—a-+60
x )
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de novo con u = Inzx = du = %d:t edv=o"1"10 =y = ﬁx_‘”(’, resulta:

& 1 —1 > 1 &
/ 270 pdr = el + / L
1 a—6 2%,  a—-0),

1 > iio 1 P
a—@/l ! v a—@{—a—i—@ X

- 1
a0y [} a0
Polo tanto a funcion f(s) =s [;* R&de é holomorfa no semiplano o > .
Como ¢(s) )
D) - S_1—l—f(s), Vo >1,
a funcién % ¢ holomorfa no semiplano o > 6 salvo en s = 1. Isto implica que {(s) non ten

ceros neste semiplano, pois cada cero de ((s) da lugar a un polo de ¢ (S))

2) = 1). Consideremos a igualdade xa vista nun corolario previo dada por:

2
Y(r) =12 — x—p—FO(mnTw)—i-O(lnx),TZZxZe.

p
[v<T|

Temos que |2°| = 2° < 2%, e daquela:

3B SN SR N

= o]

Polo tanto:

zln?(zT
|(z) — x| =0 <x91n2T+ # + 1n:c> :
Tomemos T = z'~? e consideremos polo momento o caso no que x > e tal que T' > 2, é
dicir, x > e%, Xa que (e% > e) . Dedticese:

(2 —0)%In’z

xrl-0

<z2Mmr+22mPr+ng

[(x) — x| < 2°(1 — 0)*In®z + +Inz

In 2

< $9, para x > e1-9.

Consecuentemente, o anterior verificase para todo x > 2.
Imos ver agora que de 1) se obtén a estimacion indicada para 7(z).
Considerando as igualdades seguintes, conseguidas na proba do teorema 5.9:

S(z) =n(z)+ O (Vzlnz),
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S(z) = ' flflﬁ)vdv + (=)

Inz
Por hipoteses 1(v) = v + R(v), sendo R(v) = ¢ (v) —v e |R(v)| < dv?Inv, ¢ > 0.

Logo:
2

5 Inv vin?v Inz Inz

—dv
Integrando por partes con f = —v, dg = PN obtemos que;
vin“wv

/mdv_i_m_ ‘”dv+2
o In?v Inz J, Inv In2’

R(v) | R

)
vin?v Inx

e asi

S(l’):Li(l’)—F%“‘LI

co cal

2 “|R(v)| |R(z)|
— d
- ln2+ 5 vin®v v Inx
/:” dv? In?v A In® x
W
5 wvin“wv Inx

= — + c’/ VW ldy + 2’ Inx
2

0

’U xT
N [—} +d2%Inz
In2 01,
T

9 of
+d2%Inz

~ In2 0
0

2
< o —l—c’% +d2%Inz

Asi pois
S(z) = Li(z) + O (2’ Inz)
e tendo presente que
S(z) =n(z)+ O (Vzlnz),
das duas anteriores séguese
m(z) — Li(z)] < [n(z) — S(x)[ +[S(x) — Li(z)|
< vVzlnr+2’lnz

1
< 2’Inz, (pois§ < (9) :
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E dicir,
m(z) = Li(z) + O (2’ Inx).
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