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Breve descrición do contido

Breve introdución á función zeta de Riemann e posterior apli-
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O contido excede con creces a materia de Variable Comple-
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Resumo

No presente traballo preténdese dar unha introdución á función zeta de Riemann e aplicar
os resultados obtidos sobre a mesma á demostración do teorema do número primo.

Comezamos introducindo o concepto de produtos in�nitos e demostrando os teoremas de
factorización de Weierstrass e de Hadamard. A continuación faremos un estudo da función
gamma de Euler, incluíndo a súa representación integral e a fórmula de Stirling. Feito isto,
estaríamos en condicións de abordar a función zeta de Riemann.

Damos a súa de�nición como suma dunha serie no semiplano á dereita do punto 1 e
probamos a fórmula de Euler sobre a súa descomposición nun produto in�nito segundo os
números primos. A continuación prolóngase analiticamente a todo o plano complexo a excep-
ción do punto 1 e obtense a ecuación funcional. Culminamos o capítulo probando, coa axuda
do teorema de factorización de Hadamard, o teorema De la Vallée-Poussin, que delimita unha
rexión do plano na que a función zeta non ten de ceros.

Dito teorema é un dos dous ingredientes fundamentais da demostración que aquí se da do
teorema do número primo. O outro ingrediente é a chamada fórmula explícita da función de
Chebyshev, a cal da unha representación desta última en termos dos ceros da función zeta.

Abstract

In this work we try to introduce the Riemann Zeta-function and apply the results obtai-
ned on the same to demonstrate the prime number theorem .

First of all we start introducing the concepts of in�nite products and we demonstrate
factorization theorems of Weierstrass and Hadamard. Then we study of the Euler's gamma
function, including its integral representation and the Stirling's formula too. Achieved this,
we are in optimal conditions to get to know Riemann zeta-function.

We give its de�nition as a sum of a series in half-plane to the right of point 1 and we
demonstrate Euler's formula on its decomposition into a product according to the in�nite
primes. Next, analytically it extends to the whole complex plane with the exception of point
1 and obtained its functional equation. The chapter culminates demonstrating, helping us the
factorization theorem of Hadamard, theorem De la Vallée-Poussin, which delimits a region
of the plane where the zeta function is free of zeros.
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Introdución

Para un número real x > 0 denotemos por π(x) á cantidade de números primos que non
exceden x, isto é:

π(x) =
∑
p≤x

1.

O teorema do número primo é un resultado sobre o comportamento asintótico de π(x).
Concretamente a�rma que:

ĺım
x−→∞

π(x)

x/ lnx
= 1.

Conxecturado por Gauss e Legendre a �nais do século XVIII, non foi ata 1896 cando
Hadamard e De la Vallée-Poussin ofreceron, de forma independente, a primeira demostración.
Na actualidade coñécense demostracións máis cortas e tamén máis elementais ca que aquí
amosamos, entre elas a de Paul Erdös e Atle Selberg ofrecida en 1949, que non se usa a teoría
de funcións complexas. A cambio o resultado que probamos é máis forte que o teorema do
número primos tal e como o anunciamos. Concretamente chegamos ó seguinte resultado:

π(x) = Li(x) +O
(
xe

c
2

√
lnx
)
,

onde c > 0 é unha constante e

Li(x) =

∫ x

2

du

lnu
.

O camiño preciso que seguimos é o amosado polo autor Anatolij A.Karatsuba nos pri-
meiros capítulos do seu libro �Basic Analytic Number Theory� (segunda edición, Moscow
1983). Debido ó feito de que as demostracións deste libro están comprimidas ó máximo,
foinos necesario consultar diversas obras, todas indicadas na bibliografía.

Nos dous primeiros capítulos damos resultados da teoría de funcións de variable complexa
que serán necesarios no estudo posterior da función zeta de Riemann.

Os do capítulo 1: sucesión de funcións holomorfas converxendo uniformemente sobre con-
xuntos compactos e funcións holomorfas de�nidas por integrais in�nitas, están ó nivel dos
coñecementos adquiridos na materia de Variable Complexa de cuarto curso impartida nesta
facultade.

Os do capítulo 2: produtos in�nitos e teoremas de factorización de Weierstrass e de Ha-
damard, son un pouco máis elevados, e serán precisos para establecer unha relación entre a
derivada logarítmica da función zeta e os seus ceros.

xi



xii INTRODUCIÓN

No capítulo 3 faise un estudo bastante completo da función gamma de Euler, incluíndo a
súa fórmula integral e a fórmula de Stirling. Esta última é importante no senso que describe
o comportamento da función gamma, Γ(s), cando |s| −→ ∞. Entre as súas consecuencias
elementais está a ben coñecida fórmula para o cálculo de limites de sucesións nas que aparece
n! :

ĺım
n→∞

n!

nne−n
√

2πn
= 1.

No capítulo 4 comeza o estudio da función zeta de Riemann,ζ(s), dando a súa primeira
de�nición:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
para Res = σ > 1.

O primeiro resultado importante, establecido por Euler, é a descomposición da función
ζ(s) sobre os números primos:

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

para Res = σ > 1,

en onde p recorre os in�nitos números primos.
A continuación abórdase a prolongación analítica da función ζ(s) a todo o plano complexo,

con excepción do punto 1, conxuntamente ca súa ecuación funcional. Para tal �n usamos o
resultado coñecido visto na materia de Series de Fourier de terceiro curso que a�rma que a
serie de Fourier dunha función de variable real C∞ e de período T = 1, converxe absoluta e
uniformemente á función. De�nindo:

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(1− s),

a ecuación funcional da función ζ(s) toma a forma:

ξ(s) = ξ(1− s).

A función así de�nida resulta ser enteira de orde 1, e os seus ceros son precisamente os
ceros non triviais da función ζ(s). É por medio dela que podemos aplicar aquí o teorema de
factorización de Hadamard, para obter unha relación entre a derivada logarítmica de ζ(s)
e os seus ceros. Esta relación intervén decisivamente na demostración do teorema de De la
Vallée-Poussin, que delimita unha rexión do plano onde a función ζ(s) é libre de ceros.

No capítulo 5, e último, comezamos introducindo a función de Chebyshev:

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n),

onde Λ é a función de Mangoldt:

Λ(n) =


log p, se n = pk

0, se n 6= pk
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Esta función ψ(x), é, por unha parte, moi doado de relacionar ca función π(x), que
aparece no enunciado do teorema do número primo, e por outra, e isto xa non é tan doado,
cos ceros non triviais da función ζ(s). Esta última relación é a denominada fórmula explícita
da función de Chebyshev. De tal fórmula, e da rexión libre de ceros ofrecida no teorema De
la Vallée-Poussin, obtense a seguinte igualdade:

ψ(x) = x+O
(
xe−c
√

lnx
)
,

e de aquí dedúcese, xa doadamente, a igualdade mencionada para π(x) e o teorema do número
primo.
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Notación

Por c, c0, c1,... , entenderemos que nos estamos referindo a constantes absolutas positivas,
que en xeral serán diferentes segundo o teorema.

Para un número positivo A, a notación B = O(A) e B � A signi�ca que |B| ≤ cA.

ε, ε1 son constantes positivas pequenas. A excepción do capítulo 2, p, p1,..., denotan nú-
meros primos.

Se fn é unha sucesión de funcións, a notación fn ⇒ f indícanos que fn −→ f uniforme-
mente.

Para x > 0, o logaritmo e a integral logarítmica defínense como:

lnx = log x =

∫ x

1

du

u
;Lix =

∫ x

2

du

lnu
+ c0,

onde

c0 = ĺım
δ−→0

(∫ 1−δ

0

du

lnu
+

∫ 2

1+δ

du

lnu

)
; expF = eF .

A función

Λ(n) =


log p, se n = pk

0, se n 6= pk

denomínase función de Mangoldt.
A función de Chebyshev ψ(x), e a función para contar números primos π(x), son respec-

tivamente, as de�nidas como:

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n); π(x) =
∑
p≤x

1.

Para calquera número real α, a parte enteira de α, denotarase por [α], e a parte fraccionaria
de α, escrito {α}, é α− [α] .

xv



xvi NOTACIÓN

s = σ + it denotará a un número complexo, onde i2 = −1, Res = σ, Ims = t e s = σ − it.
A constante

γ = ĺım
m−→∞

(
m∑
k=1

1

k
− lnm

)
denomínase constante de Euler.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Funcións holomorfas

De�nición 1.1. Sexa Ω ⊂ C un aberto e f : Ω ⊂ C −→ C unha función. Dise que f
é holomorfa en s0 de Ω se f é derivable, ou equivalentemente, C-diferenciable en tódolos
puntos dun entorno do punto s0. Diremos que f é holomorfa en Ω se o é en cada punto de
Ω. Se Ω = C, dirase que f é unha función enteira.

O conxunto de tódalas funcións holomorfas nun aberto Ω denotarase por H(Ω).
É sabido que no corpo dos números complexos toda función holomorfa é analítica. Sen

embargo, este resultado non atopa o seu homólogo no corpo dos números reais. O teorema
que establece as claves é o seguinte, que aquí só enunciaremos:

Teorema 1.2 (analiticidade de funcións holomorfas). Se f é holomorfa nun aberto Ω do
plano complexo, entón f é analítica en Ω. Ademais a serie de Taylor da función f centrada
nun punto s0 representa a dita función no maior disco aberto de centro s0 contido en Ω.

Como consecuencia do anterior teorema temos o seguinte Corolario:

Corolario 1.3. Sexan Ω un aberto non baleiro de C e p un punto de Ω. Se f é unha función
holomorfa en Ω− {p} e continua en Ω, entón f é holomorfa en Ω.

Teorema 1.4 (de Morera). Sexan Ω un aberto do plano complexo e f unha función continua
en Ω tal que

∫
∂4 f = 0 para toda rexión triangular 4 ⊂ Ω. Entón f ∈ H(Ω).

Os resultados enunciados con anterioridade, son coñecidos por un alumno de 4o curso de
matemáticas.

O seguinte teorema seranos de utilidade en gran número de demostracións:

Teorema 1.5. Supoñamos que fn é unha sucesión de funcións holomorfas nun subconxunto
aberto Ω ⊂ C para n = 1, 2, ... , e que fn ⇒ f en subconxuntos compactos de Ω. Entón f é
holomorfa en Ω, e f ′n ⇒ f ′ en subconxuntos compactos de Ω.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proba. A hipóteses fn ⇒ f en subconxuntos compactos de Ω garante que f ∈ C (Ω) .
Sexa 4 ⊂ Ω unha rexión triangular. Entón 4 é compacto e polo teorema de rexións

triangulares de Cauchy: ∫
∂4
f(u)du = ĺım

n→∞

∫
∂4
fn(u)du = 0.

Temos así que: 

f ∈ C (Ω) ,∫
∂4 f(u)du = 0,

Ω ⊂ C aberto.

Das tres anteriores, polo Teorema de Morera, séguese que f ∈ H (Ω) .
Sexa agora K ⊂ Ω un compacto. Existe 0 < r < ρ = dist(u, ∂K) tal que a unión

E =
⋃
u∈K D(u; r) dos discos pechados, ∀u ∈ K, é un subconxunto compacto en Ω.

Entón, como f ∈ H(Ω) aplicando a fórmula integral de Cauchy para as derivadas á función
f − fn, acoutando modularmente, obtemos que:

|f ′(u)− f ′n(u)| ≤ sup {|f − fn| : u ∈ K} r−1 = ‖f ′ − f ′n‖E r−1.

Agora, posto que por hipóteses fn ⇒ f , dado ε > 0 existirá un número natural N(ε) tal
que para calquera que sexa n ≥ N(ε) cumprirase que |f − fn| < ε, ∀u ∈ K ⊂ Ω.

Así que:
|f ′ − f ′n| < ε, ∀u ∈ K ⊂ Ω⇒ f ′n ⇒ f ′

en subconxuntos compactos de Ω.

1.2. Funcións holomorfas de�nidas por integrais

Teorema 1.6. Sexan Ω ⊂ C un aberto e f : [a, b] × Ω −→ C unha aplicación continua tal
que a función f(u,−) : Ω −→ C é holomorfa para cada u ∈ [a, b].

Consideremos a función:

g : Ω −→ C, g(s) =

∫ b

a

f(u, s)du.

Entón g ∈ H(Ω) e

g′(s0) =

∫ b

a

f(u, s)du.
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Proba. Sexa s0 ∈ Ω. Dado que Ω é aberto, existirá un entorno de s0, B(s0, R), con R > 0,
tal que B(s0, R) ⊂ Ω. Sexa r ∈ R tal que 0 < r < R e denotemos por γ := ∂+B(s0, R). Sexa
M ≥ 0 unha cota da función continua f no compacto [a, b]×B(s0, r) :

|f(u, s)| ≤M ∀u ∈ [a, b], ∀ s ∈ B(s0, r).

A fórmula integral de Cauchy permítenos escribir:

f(u, s0) =
1

2πi

∫
γ

f(u, ω)

ω − s0

dω ∀u ∈ [a, b].

Entón:

g(s0) =
1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

f(u, ω)

ω − s0

dω

]
du.

Por outra banda debido á fórmula integral de Cauchy das derivadas tamén podemos
escribir:

∂f

∂s
(u, s0) =

1

2πi

∫
γ

f(u, ω)

(ω − s0)2
dω.

Sexa h ∈ C de xeito que s0 + h ∈ B
(
s0,

r
2

)
. Entón para ω ∈ γ∗, resulta:

|ω − (s0 + h)| ≥ |ω − s0| − |h| > |ω − s0| −
r

2
= r − r

2
=
r

2
.

Agora de

1

h(ω − s0 − h)
− 1

h(ω − s0)
=

1

(ω − s0 − h)(ω − s0)

=
1

(ω − s0)2
+

h

(ω − s0 − h)(ω − s0)2
,

deducimos o seguinte:

g(s0 + h)− g(s0)

h
=

1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

f(u, ω)

h(ω − s0 − h)
dω

]
du− 1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

f(u, ω)

h(ω − s0)
dω

]
du

=
1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

f(u, ω)

(ω − s0)2
dω

]
du− 1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

h · f(u, ω)

(ω − s0 − h)(ω − s0)2
dω

]
du

=

∫ b

a

∂f

∂s
(u, s0)du+

1

2πi

∫ b

a

[∫
γ

h · f(u, ω)

(ω − s0 − h)(ω − s0)2
dω

]
du.

Logo para s0 + h ∈ B
(
s0,

r
2

)
, temos que:∣∣∣∣g(s0 + h)− g(s0)

h
−
∫ b

a

∂f

∂s
(u, s0)du

∣∣∣∣ =
1

2π

∣∣∣∣∫ b

a

[∫
γ

f(u, ω) · h

(ω − s0 − h)(ω − s0)2
dω

]
du

∣∣∣∣
≤ 1

2π
(b− a)2πrM

2|h|
r3

=
2M(b− a)

r2
|h|,
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que pasando a límites cando h −→ 0 resulta:

0 ≤
∣∣∣∣g(s0 + h)− g(s0)

h
−
∫ b

a

∂f

∂s
(u, s0)du

∣∣∣∣ ≤ 2M(b− a)

r2
|h| −→ 0,

logo

g′(s0) =

∫ b

a

∂f

∂s
(u, s0).

As seguintes de�nicións serán de utilidade:
Diremos que unha función f : [a,∞) −→ R é R-integrable se se veri�can:

1) f ∈ R[a, x], ∀x ≥ a,

2) Existe ĺımx−→∞
∫ x
a
f.

En tal caso defínese: ∫ ∞
a

f := ĺım
x−→∞

∫ x

a

f,

e denomínase integral de Riemann de f en [a,∞).

No caso complexo dise que f : [a,∞) −→ C é R-integrable en [a,∞) se Ref e Imf son
R-integrables en [a,∞). Isto equivale a que se veri�que:

1) f ∈ R[a, x],∀x ≥ a,

2) Existe ĺımx−→∞
∫ x
a
f.

Neste caso: ∫ ∞
a

f : = ĺım
x→∞

∫ x

a

f = ĺım
x→∞

[∫ x

a

Ref + i

∫ x

a

Imf

]
= ĺım

x→∞

∫ x

a

Ref + i ĺım
x→∞

∫ x

a

Imf =

∫ ∞
a

Ref + i

∫ ∞
a

f.

En ambos casos, o anterior pode expresarse dicindo que a integral
∫∞
a
f é converxente.

Proposición 1.7. Sexa f : [a,∞) −→ C tal que f ∈ R[a, x] ∀x ≥ a. Se |f | ∈ R[a,∞),
entón f ∈ R[a,∞) e ademais: ∣∣∣∣∫ ∞

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
a

|f |.
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Proba. Dende que f ∈ R[a, x] ∀x ≥ a, tamén serán Ref, Imf ∈ R[a, x] ∀x ≥ a.
Posto que 0 ≤ |Ref(x)| ≤ |f(x)|, 0 ≤ |Imf(x)| ≤ |f(x)| ∀x ∈ [a,∞), temos que

|Ref |, |Imf | ∈ R[a,∞), e entón Ref, Imf ∈ R[a,∞).
Ademais: ∣∣∣∣∫ ∞

a

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ĺım
x→∞

∫ x

a

f

∣∣∣∣ = ĺım
x→∞

∣∣∣∣∫ x

a

f

∣∣∣∣ ≤ ĺım
x→∞

∫ x

a

|f | =
∫ ∞
a

|f |.

De�nición 1.8. Sexa S ⊂ C e f : [a,∞) × S −→ C unha aplicación e supoñamos que
a integral

∫∞
a
f(u, s)du é converxente para cada s ∈ S. Dise que a integral

∫∞
a
f(u, s)du é

uniformemente converxente sobre S se:

∀ ε > 0 ∃ ν ∈ [a,∞) tal que se b > ν, entón

∣∣∣∣∫ b

a

f(u, s)du−
∫ ∞
a

f(u, s)du

∣∣∣∣ < ε ∀ s ∈ S.

Determinar se unha integral inde�nida é converxente en ocasións pode resultar laborioso.
Para lograr tal obxectivo serán de utilidade os seguintes dous teoremas:

Teorema 1.9. Sexan f : [a,∞)× S −→ C e φ : [a,∞) −→ R dúas aplicacións veri�cando:

i) f (−, s) ∈ R[a, x] ∀x ∈ [a,∞), ∀ s ∈ S,
ii) |f(u, s)| ≤ φ(u) ∀ (u, s) ∈ [a,∞)× S,
iii) A integral

∫∞
a
φ(u)du é converxente.

Entón a integral
∫∞
a
f(u, s)du é uniformemente converxente sobre S.

Proba. Dado que a integral
∫∞
a
φ(u)du é converxente de |f(u, s)| ≤ φ(u)du dedúcese que

|f(u, s)| ∈ R[a,∞). Logo f(−, s) ∈ R[a,∞), ou se se pre�re, a integral
∫∞
a
f(u, s)du é

converxente para cada s ∈ S.
Imos ver que a converxencia é uniforme.
Sexa ε > 0 dado. Dende que a integral

∫∞
a
φ(u)du é converxente, existirá ν ∈ [a,∞) tal

que: ∫ ∞
b

φ(u)du =

∫ ∞
a

φ(u)du−
∫ b

a

φ(u)du < ε ∀ b > ν.

Entón se b > ν, temos que:∣∣∣∣∫ b

a

f(u, s)du−
∫ ∞
a

f(u, s)du

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
b

f(u, s)du

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
b

|f(u, s)du|

≤
∫ ∞
b

φ(u)du < ε ∀ s ∈ S.
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Teorema 1.10. Sexan Ω ⊂ C un aberto e f : [a,∞) × Ω −→ C unha aplicación continua.
Supoñamos que:

i) A integral
∫∞
a
f(u, s)du converxe uniformemente sobre cada compacto K ⊂ Ω.

ii) f(u,−) : Ω −→ C é holomorfa para calquera u ∈ [a,∞).

Entón a función

g : Ω −→ C, g(s) =

∫ ∞
a

f(u, s)du,

é holomorfa en Ω e

g′(s0) =

∫ ∞
a

∂f

∂s
(u, s0)du ∀ s0 ∈ Ω.

Ademais esta última integral converxe uniformemente sobre cada compacto de Ω.

Proba. Sexa u0 < u1 < ··· < un < ... , unha sucesión en [a,∞) tal que ĺımn→∞ un = ∞. A
esta {un} asociámoslle a sucesión de funcións {gn} onde:

gn : Ω −→ C, gn(s) =

∫ un

a

f(u, s)du.

Entón, polo teorema 1.6 tense que gn ∈ H(Ω), e que

g′n(s0) =

∫ un

a

∂f

∂s
(u, s0)du, ∀ s0 ∈ Ω.

Vexamos que {gn}⇒ g sobre cada compacto de Ω.
Sexa K ⊂ Ω un compacto e sexa ε > 0. Dado que por hipóteses a integral converxe

uniformemente sobre K, existirá un ν ∈ [a,∞) tal que se b > ν entón:∣∣∣∣∫ b

a

f(u, s)du−
∫ ∞
a

f(u, s)du

∣∣∣∣ < ε ∀ s ∈ K.

Tomemos n0 de xeito que un0 > ν. Entón para n ≥ n0 será un > un0 > ν, e polo tanto:∣∣∣∣∫ un

a

f(u, s)du−
∫ ∞
a

f(u, s)du

∣∣∣∣ = |gn(s)− g(s)| < ε, ∀ s ∈ K,

isto é
{gn}⇒ g, ∀ s ∈ K,

o que proba a converxencia uniforme sobre cada compacto K ⊂ Ω.
Consecuentemente polo teorema 1.5 g ∈ H(Ω), e ademais:

{g′n}⇒ g′,
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sobre cada compacto K ⊂ Ω.

Polo teorema 1.6 tense que ∂f
∂s

(−, s0) ∈ R[a, x] para cada s0 ∈ Ω e cada x ∈ [a,∞).

Vexamos que

ĺım
x→∞

∫ x

a

∂f

∂s
(u, s0)du = g′(s0)

uniformemente sobre cada compacto de Ω, co cal se terá

g′(s0) =

∫ ∞
a

∂f

∂s
(u, s0)du

sendo uniforme a converxencia da integral sobre cada compacto de Ω.

Pola contra, supoñamos que a converxencia non é uniforme. Entón existiría un compacto
K ⊂ Ω e un ε > 0 tal que para cada ν ∈ [a,∞) hai un xν > ν e un sν ∈ K con:∣∣∣∣∫ xν

a

∂f

∂s
(u, sν)du− g′(sν)

∣∣∣∣ ≥ ε.

Isto implica a existencia dunha sucesión u0 < u1 < ··· < un < ··· , en [a,∞) con
ĺımn→∞ un =∞, tal que para cada n hai un sn ∈ K veri�cando:∣∣∣∣∫ un

a

∂f

∂s
(u, sn)du− g′(sn)

∣∣∣∣ ≥ ε.

En efecto, existe u0 > a e s0 ∈ K tal que∣∣∣∣∫ u0

a

∂f

∂s
(u, s0)du− g′(s0)

∣∣∣∣ ≥ ε.

Unha vez construída un, existe un+1 > 1 + un e sn+1 ∈ K tal que:∣∣∣∣∫ un+1

a

∂f

∂s
(u, sn+1)du− g′(sn+1)

∣∣∣∣ ≥ ε.

A sucesión {un} así construída indutivamente, ten as propiedades indicadas.
Séguese que a sucesión de funcións {gn} asociada á sucesión {un}, veri�ca que {g′n} non

converxe uniformemente sobre K a g′, o que é absurdo.

NOTA:Existen resultados análogos para integrais de segunda especie, é dicir, da forma∫ b

a

f(u, s)du,

sendo f unha función completamente de�nida en (a, b]× S.
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1.3. Fórmulas de sumación.

Teorema 1.11. Consideremos unha sucesión de números complexos {an} e sexa A(x) a
función sumatoria:

A(x) =
∑
n≤x

an, A(x) = 0, x > 1.

Entón, para calquera función complexa ϕ(u), de variable real u, de�nida para u ≥ 0,
verifícanse as seguintes igualdades:

1)
n∑
k=1

akϕ(k) = A(n)ϕ(n)−
n−1∑
k=1

A(k) (ϕ(k + 1)− ϕ(k)) , (1)

2) Se ϕ(u) admite derivada continua ϕ′(u) en (0,∞), entón, para x ≥ 1 :∑
k≤x

ϕ(k) = A(x)ϕ(x)−
∫ x

1

A(u)ϕ′(u)du, (2)

3) Se ademais A(x)ϕ(x)→ 0 cando x→∞, entón:
∞∑
k=1

akϕ(k) = −
∫ ∞

1

A(u)ϕ′(u)du. (3)

Proba. 1) Como ak = A(k)− A(k − 1), podemos poñer:

n∑
k=1

akϕ(k) =
n∑
k=1

ϕ(k)∆A(k).

Aplicando a transformación de Abel, e tendo en conta que A(0) = 0, obtemos:

n∑
k=1

akϕ(k) =
n∑
k=1

ϕ(k)∆A(k) = ϕ(n)A(n)−
n−1∑
k=1

A(k)(ϕ(k + 1)− ϕ(k)),

de onde obtemos a identidade (1).
2) Sexa n = [x], e supoñamos que ϕ′(u) é continua en (0,∞). Entón:

n−1∑
k=1

A(k)(ϕ(k + 1)− ϕ(k)) =
n−1∑
k=1

A(k)

∫ k+1

k

ϕ′(u)du =
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

A(u)ϕ′(u)du

=

∫ n

1

A(u)ϕ(u)ϕ′(u)du, (4)
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xa que A(u) = A(k) para k ≤ u ≤ k + 1.
Por outra parte,∫ x

n

A(u)ϕ′(u)du = A(n)(ϕ(x)− ϕ(n)) = A(x)ϕ(x)− A(n)ϕ(n),

é dicir,

A(n)ϕ(n) = A(x)ϕ(x)−
∫ x

n

A(u)ϕ′(u)du. (5)

Substituíndo (4) e (5) en (1), resulta:

n∑
k=1

akϕ(k) = A(x)ϕ(x)−
∫ n

1

A(u)ϕ′(u)du−
∫ x

n

A(u)ϕ′(u)du,

de onde se obtén a identidade (2).
3) Se A(x)ϕ(x)→ 0, x→∞, entón, pasando a límites en (2) cando x→∞, obtemos:

∞∑
k=1

akϕ(k) = −
∫ ∞

1

A(u)ϕ′(u)du,

que é a identidade (3).

Fórmula de sumación de Abel
Sexa a ∈ N, 1 ≤ a ≤ x. Tendo en conta a fórmula (2), temos que:∑

n≤x

anϕ(n) = A(x)ϕ(x)−
∫ x

1

A(u)ϕ′(u)du,

∑
n≤a

anϕ(n) = A(a)ϕ(a)−
∫ a

1

A(u)ϕ′(u)du.

Restando ambas, obtemos a fórmula de sumación de Abel:∑
a<n≤x

anϕ(n) = A(u)ϕ(u)
∣∣x
a
−
∫ x

a

A(u)ϕ′(u)du. (6)

Fórmula de sumación de Euler
É un caso particular. Tomando ak = 1, temos que A(x) = [x] e (6) adopta a forma:∑

a<n≤x

ϕ(n) = [u]ϕ(u)
∣∣x
a
−
∫ x

a

[u]ϕ′(u)du = uϕ(u)
∣∣x
a
− {u}ϕ(u)

∣∣x
a
−
∫ x

a

uϕ′(u)du+

∫ x

a

{u}ϕ′(u)du.

Agora, ∫ x

a

tϕ′(u)du = uϕ(u)
∣∣x
a
−
∫ x

a

ϕ(u)du,
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que substituíndo, obtemos a fórmula de sumación de Euler:∑
a<n≤x

ϕ(n) =

∫ x

a

ϕ(u)du+

∫ x

a

{u}ϕ′(u)du− {u}ϕ(u)
∣∣x
a
.

Outra expresión da fórmula de sumación de Euler
Consideremos a función dada por ρ(u) = 1

2
− {u}. Esta función é de período T = 1 e

cumpre a condición |ρ(u)| ≤ 1

2
. Ademais, para 0 ≤ x < 1, ρ(u) =

1

2
− u.

Expresando {u} mediante ρ(u) na fórmula de sumación de Euler, resulta:

∑
a<n≤x

ϕ(n) =

∫ x

a

ϕ(u)du+

∫ x

a

(
1

2
− ρ(u)

)
ϕ′(u)du−

(
1

2
− ρ(u)

)
ϕ(u)

∣∣∣∣x
a

,

de onde ∑
a<n≤x

ϕ(n) =

∫ x

a

ϕ(u)du−
∫ x

a

ρ(u)ϕ′(u)du+ ρ(u)ϕ(u)

∣∣∣∣x
a

.

A última igualdade é a segunda expresión da fórmula de sumación de Euler.

Nota: Algúns autores empregan a notación ρ1(u) = {u}− 1
2
, para referirse á función ρ(u) que

anteriormente presentamos na fórmula de sumación de Euler. Concretamente neste traballo
empregámola para probar a fórmula de Stirling que máis adiante veremos. Ademais, neste
caso na fórmula de Euler, a = 0 e x = m é un natural. Co �n de que non dea lugar a confu-
sión, estableceremos no seguinte lema unha fórmula de sumación de Euler para o devandito
caso.

Lema 1.12. Se f ∈ C1 ([0, n],R) , entón:

n∑
k=0

f(k) =

∫ n

0

f(u)du+
1

2
(f(n) + f(0)) +

∫ n

0

ρ1(u)f ′(u)du,

onde ρ1(u) = {u} − 1

2
.

Proba.

A función ρ1 é continua salvo nos enteiros, en onde veri�ca:

ĺım
u→k+

ρ1(u) = ρ1(k) = −1

2
, ĺım

u→k−
ρ1(u) =

1

2
6= −1

2
= ρ1(k).

Ademais,
ρ′1(u) = 1 se u /∈ Z.
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Defínese:

ρ1 : [k − 1, k] −→ R, ρ1(u) =

ρ1(u) se u 6= k,
1

2
se u = k.

A función ρ1 é continua en [k − 1, k] e ρ1
′(u) = 1 ∀u ∈ [k − 1, k]. Ademais:∫ k

k−1

ρ1(u)f ′(u)du =

∫ k

k−1

ρ1(u)f ′(u)du.

Aplicando a esta última integral a fórmula de integración por partes, obtemos:∫ k

k−1

ρ1(u)f ′(u)du = [ρ1(u)f(u)]kk−1 −
∫ k

k−1

f(u)du

=
1

2
f(k) +

1

2
f(k − 1)−

∫ k

k−1

f(u)du.

Sumando dende k = 1 ata k = n :∫ n

0

ρ1(u)f ′(u)du =
1

2
f(n) +

1

2
f(0) +

n−1∑
k=1

f(k)−
∫ n

0

f(u)du.

Sumando
1

2
(f(n) + f(0)) a cada membro:

n∑
k=0

f(k) =

∫ n

0

f(u)du+
1

2
(f(n) + f(0)) +

∫ n

0

ρ1(u)f ′(u)du.

Lema 1.13 (Identidade de Abel). Sexa {cn} unha sucesión de números complexos. Sexan
a, b números reais con 0 < a < b e f ∈ C1 ([a, b],C) . Consideremos a función:

c : [a, b] −→ C, c(x) =
∑
a<n≤x

cn.
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Entón: ∑
a<n≤b

cnf(n) = −
∫ b

a

c(x)f ′(x)dx+ c(b)f(b).

Proba.

c(b)f(b)−
∑
a<n≤b

cnf(n) =

( ∑
a<n≤b

cn

)
f(b)−

∑
a<n≤b

cnf(n) =
∑
a<n≤b

cn(f(b)− f(n))

=
∑
a<n≤b

cn

∫ b

n

f ′(x)dx =
∑
a<n≤b

∫ b

a

cng(n, x)f ′(x)dx,

onde:

g(n, x) :=

{
1 se n ≤ x ≤ b,

0 se a ≤ x ≤ n.

Logo:

c(b)f(b)−
∑
a<n≤b

cnf(n) =

∫ b

a

∑
a<n≤b

cng(n, x)f ′(x)dx =

∫ b

a

∑
a<n≤b

cnf
′(x)dx

=

∫ b

a

c(x)f ′(x)dx.



Capítulo 2

Produtos in�nitos

2.1. Produtos in�nitos. A factorización de Weierstrass

De�nición 2.1. Dada unha sucesión de números complexos u1, u2, ... , un, ... , de xeito que
un 6= −1 ∀n = 1, 2, ... , un produto in�nito é unha expresión da forma:

∞∏
n=1

(1 + un) = (1 + u1) · (1 + u2) ··· (1 + un) ··· (1)

Se a expresión adopta a forma:

k∏
n=1

(1 + un) = (1 + u1) · (1 + u2) ··· (1 + uk) = vk, (2)

diremos simplemente que é un produto parcial.

De�nición 2.2. Se ĺımk→∞ vk = v, con v ∈ C − {0}, diremos que o produto in�nito (1)
converxe. En tal caso,

v = ĺım
k→∞

vk =
∞∏
n=1

(1 + un). (3)

Diremos que é diverxente se v = 0 ou ĺımk→∞ vk =∞.

Exemplos:
1.
Consideremos o produto in�nito dado por

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)
=

(
1 +

1

1

)
·
(

1 +
1

2

)
···
(

1 +
1

k

)
··· ,

entón

vk =
2

1
· 3

2
· 4

3
··· k + 1

k
= k + 1,

13
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logo
ĺım
k→∞

vk =∞,

e así o produto diverxe.
2.
Consideremos agora o produto in�nito dado por

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

(
1− 1

22

)
·
(

1− 1

32

)
···
(

1− 1

k2

)
··· ,

neste caso

vk =
1 · 3
2 · 2

· 2 · 4
3 · 3

· 3 · 5
4 · 4
··· (k − 1)(k + 1)

k · k
=

1

2

k + 1

k
,

logo

ĺım
k→∞

vk =
1

2
ĺım
k→∞

(
1 +

1

k

)
=

1

2
,

e así o produto converxe a
1

2
.

A continuación establecemos unha relación entre a converxencia absoluta de series e pro-
dutos in�nitos. É conveniente coñecer resultados previos relativos á converxencia de produtos
in�nitos co que aquí amosamos. Unha boa referencia para tal �n é o libro [3] da bibliografía.
Nós iremos demostrando os resultados que sexan necesarios para a proba dos teoremas do
libro [4] da bibliografía, no que se basea este traballo.

Teorema 2.3. Se a serie de números complexos
∑∞

n=1 un converxe absolutamente, entón o
produto (1) é converxente.

Proba. Da de�nición (1) de produto in�nito, debe ser un 6= −1.
A�rmamos que se a serie

∑∞
n=1 ln(1 + un) é converxente, entón o produto (1) tamén o é.

En efecto, sexan:

vk =
k∏

n=1

(1 + un) e Sk =
k∑

n=1

ln(1 + un).

Entón:

eSk = eln(1+u1) · eln(1+u2) ··· eln(1+uk)

= (1 + u1)(1 + u2) ··· (1 + uk) = vk.

Supoñamos que ĺımSk = S 6=∞.Da continuidade da exponencial, e da igualdade anterior,
séguese:

ĺım
k→∞

vk = ĺım
k→∞

eSk = e(ĺımk→∞ Sk) = eS 6= 0.
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A de�nición 2.2 corrobora a a�rmación.
Observación: O recíproco deste resultado tamén se dá, é dicir, a converxencia do produto

in�nito (1) implica a da serie logarítmica. Como dixemos pode consultarse [3].
Por hipóteses a serie

∑∞
n=1 un converxe absolutamente, entón ĺımn→∞ |un| = 0. Conse-

cuentemente, sen perda de xeneralidade, podemos asumir que |un| ≤ 1
2
para n > N.

Bastará ver que a serie
∑∞

n=1 ln(1 + un) é converxente.
Sexa un = αn + iβn ∈ C.
Distingamos os casos:
Se un = αn ∈ R, para n = 1, 2, ... , temos que:

| ln(1 + un)| =
∣∣∣∣
(
∞∑
m=1

(−1)m+1u
m
n

m

)∣∣∣∣ ≤ |un|(1 +
|un|

2
+
|un|2

3
+ ···

)
≤ |un|

(
1 +

1

4
+

1

8
+ ···

)
= |un| ·

1

1− 1
2

= 2|un|.

Polo tanto | ln(1 + un)| ≤ 2|un|, e como por hipóteses a serie
∑∞

n=1 |un| é converxente,
séguese que a serie

∑∞
n=1 | ln(1 + un)| tamén o é, logo o produto (1) é converxente.

Se un = αn + iβn, con βn 6= 0, estamos no caso complexo, e o razoamento é o mesmo
que no caso anterior, ca salvidade da de�nición do logaritmo, é dicir, probaremos que tanto
a parte real como imaxinaria converxen, é dicir, que cando n −→ ∞ as dúas seguintes
converxen:

|vn| = |(1 + u1) ··· (1 + un)| = |(1 + u1)| ··· |(1 + un)|, (4)

arg vn = arg(1 + u1) ··· (1 + un) = arg(1 + u1) + ···+ arg(1 + un). (5)

O feito de que (4) sexa converxente é equivalente a que |vn|2 o sexa, pero:

|1 + un|2 =
(√

(1 + αn)2 + β2
n

)2

= 1 + α2
n + β2

n + 2αn,

onde Reun = αn e Imun = βn.
Agora, posto que |α2

n + β2
n + 2αn| ≤ |α2

n + β2
n|+ |2αn| ≤ |un|2 + 2|un|, de novo a hipóteses

sobre a converxencia absoluta da serie
∑∞

n=1 un garante a converxencia de
∑∞

n=1 |vn|2.
A converxencia de (5) é debido ó feito de que para n0 su�cientemente grande e n > n0,

temos que:

|arg(1 + un)| =
∣∣∣∣arcsen βn√

(1 + αn)2 + β2
n

∣∣∣∣ < π|βn|,

o que garante a converxencia de argvn.

Exemplo: Consideremos o produto:

∞∏
n=2

(
1− 1

ns

)
,
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onde s ∈ C− {0}.
Temos que:

∞∑
n=2

∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =
∞∑
n=2

1

nσ
,

con σ = Res.
Polo tanto para σ > 1 a anterior serie é converxente, e consecuentemente o produto

in�nito.
Estudemos agora produtos in�nitos cuxos factores son funcións de variable complexa.

Teorema 2.4. Sexa un(s) unha sucesión de funcións analíticas nun aberto Ω ⊂ C. Supoña-
mos que:

a) un(s) 6= −1 para n = 1, 2, ... , e s ∈ Ω,

b) |un(s)| ≤ an para n = 1, 2, ... , e s ∈ Ω,

c) a serie de números
∑∞

n=1 an é converxente.

Entón o produto dado por:
∞∏
n=1

(1 + un(s)), (6)

converxe para todo s ∈ Ω, e a función v(s) de�nida por:

v(s) =
∞∏
n=1

(1 + un(s)),

é analítica no aberto Ω. Ademais, v(s) 6= 0 para s ∈ Ω.

Proba. Como por hipóteses a serie de números
∑∞

n=1 an é converxente e para todo n, |un(s)| ≤
an, séguese que

∑∞
n=1 un(s) converxe absolutamente para todo s ∈ Ω e polo teorema 2.3 o

produto (6) é converxente.
Para probar que v(s) ∈ A(Ω) veremos que a sucesión de funcións vk(s) ⇒ v(s) ∀ s ∈ Ω,

onde:

vk(s) =
k∏

n=1

(1 + un(s)).

Denotaremos por
∏∞

n=1(1 + an) = p, (1 + a1) ··· (1 + an) = pn.
Primeiramente vexamos que para calquera s ∈ Ω verifícase que:∣∣∣∣ v(s)

vn(s)
− 1

∣∣∣∣ ≤ p

pn
− 1 (7)
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En efecto, se k ≥ 1, entón:∣∣∣∣vn+k(s)

vn(s)
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∏n+k
n=1(1 + un(s))∏n
m=1(1 + um(s))

− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(1 + u1(s))(1 + u2(s)) ··· (1 + un+k(s))

(1 + u1(s))(1 + u2(s)) ··· (1 + un(s))
− 1

∣∣∣∣
= |(1 + un+1(s))(1 + un+2(s)) ··· (1 + un+k(s))− 1|
= |un+1(s) + ···+ un+k(s) + un+1(s)un+2(s) + ···+ un+1(s) ···un+k(s)|

≤ an+1 + ···+ an+k + ···+ an+1an+2 + ···+ an+1 ··· an+2 =
pn+k

pn
− 1.

Agora, ĺımk−→∞
pn+k

pn
− 1 =

p

pn
− 1, que é a expresión (7), e polo tanto:

|v(s)− vn(s)| = |vn(s)|
∣∣∣∣ v(s)

vn(s)
− 1

∣∣∣∣ ≤ pn

(
p

pn
− 1

)
= p− pn < ε, ∀n > n0(ε), e ∀ s ∈ Ω.

Estamos dicindo que:
vn(s) ⇒ v(s)

e en virtude do teorema 1.5 conclúese que v(s) ∈ H(Ω)⇒ v(s) ∈ A(Ω).
Finalmente v(s) 6= 0, pois se v(s) = 0, existiría polo menos un n0 tal que (1 + un0) = 0,

logo un0 = −1, pero isto é contraditorio cas hipóteses.

Os seguintes resultados que vamos obter gardan relación con funcións enteiras. Sen máis
preámbulos:

Teorema 2.5. Sexa a1, a2, ... , an, ... , unha sucesión in�nita de números complexos veri�can-
do:

i) 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ ··· |an| ≤ ··· ,

ii) e ĺımn→∞
1

|an|
= 0.

Entón existe unha función enteira G(s) de quen os ceros son precisamente os números an,
e se algún destes ceros an son iguais, entón o mencionado cero terá a respectiva multiplicidade.

Proba. Para n = 1, 2, ... , vamos a considerar:

un = un(s) =

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

,

e o produto in�nito
∞∏
n=1

un(s) (8)

Probaremos que o anterior produto converxe para cada s 6= an, n = 1, 2, ... , e é unha
función enteira G(s) con ceros a1, a2, ... , an, ... .
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Consideremos o círculo C de radio |an| e o produto in�nito
∏∞

r=n ur(s). Veremos que
converxe en C a unha función analítica, e polo tanto (8) tamén o será, que terá, no interior
de C, só os ceros ai con |ai| ≤ |an|, e dado que |an| → ∞, o teorema quedará probado.

É sabido que se |s| < 1 entón:

ln(1− s) = −
∞∑
n=0

sn+1

n+ 1
,

equivalentemente

(1− s) = e−
∑∞
n=0

sn+1

n+1 se |s| < 1.

Pois ben, para |s| < |an| e r ≥ n, tense que:

ur(s) =

(
1− s

ar

)
e
s
ar

+ 1
2( s

ar
)
2
+···+ 1

r−1( s
ar

)
r−1

= e−
∑∞
n=0

( s
ar )

n+1

n+1 e
s
ar

+ 1
2( s

ar
)
2
+···+ 1

r−1( s
ar

)
r−1

= e−
∑∞
n=0

( s
ar )

n+1

n+1
+ s
ar

+ 1
2( s

ar
)
2
+···+ 1

r−1( s
ar

)
r−1

= e−
∑∞
n=r−1

( s
ar )

n+1

n+1 .

Así que:
ur(s) = e−

1
r

( s
ar

)r− 1
r+1

( s
ar

)r+1−···

Deste xeito, é su�ciente probar a converxencia absoluta da serie:

∞∑
r=n

[
1

r

(
s

ar

)r
+

1

r + 1

(
s

ar

)r+1

+ ···
]

para |s| < |an| (9)

Para calquera 0 < ε < 1
2
e |s| ≤ (1− ε)|an|, temos que:∣∣∣∣1r

(
s

ar

)r
+

1

r + 1

(
s

ar

)r+1

+ ···
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1r

(
s

ar

)r ∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

r + 1

(
s

ar

)r+1 ∣∣∣∣+ ··· =

=
1

r

∣∣∣∣ ( s

ar

)
r︷︸︸︷... ( s

ar

) ∣∣∣∣+
1

r + 1

∣∣∣∣ ( s

ar

)
r+1︷︸︸︷... ( s

ar

) ∣∣∣∣+ ···

≤ 1

r

[
(1− ε)|ar|
|ar|

r︷︸︸︷... (1− ε)|ar|
|ar|

]
+

1

r + 1

[
(1− ε)|ar|
|ar|

r+1︷︸︸︷... (1− ε)|ar|
|ar|

]
+ ···

<
1

r
[(1− ε)r + (1− ε)r+1 + ··· ]

=
1

r

∞∑
r=n

(1− ε)r =
1

r
· (1− ε)r

1− (1− ε)
=

(1− ε)r

rε
.
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Polo tanto, dado que a serie
∞∑
r=n

(1− ε)r

rε
,

é converxente, polo criterio M-Weierstrass séguese que a serie

∞∑
r=n

∣∣∣∣∣1r
(
s

ar

)r
+

1

r + 1

(
s

ar

)r+1

+ ···

∣∣∣∣∣
tamén o é, e en consecuencia a serie (9) converxe absolutamente, e así a función (8) é analítica
no círculo C.

Ver agora que os ceros de G(s) =
∏∞

n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

, son precisa-

mente a1, a2, ... , an, ... , é inmediato, co que se conclúe.

Corolario 2.6 (A fórmula de Weierstrass). Sexa a1, a2, ... , an, ... , unha sucesión de números
complexos veri�cando as condicións do teorema 2.5. Entón, para calquera número natural m,
a función G(s) de�nida por:

G(s) = sm
∞∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

é enteira e os seus ceros son 0, a1, a2, ... , an, ... .

Proba. É consecuencia inmediata da demostración que se acaba de facer.

Corolario 2.7. Sexa a1, a2, ... , an, ... , unha sucesión de números complexos veri�cando as
condicións do teorema 2.5 e supoñamos que existe un número enteiro p ≥ 0 tal que a serie:

∞∑
n=1

1

|an|p+1

é converxente. Entón a función G1(s) de�nida por:

G1(s) =
∞∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

,

veri�ca o teorema 2.5.

Proba. Sexa

G1(s) =
∞∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

.

Se n− 1 > p, é dicir, se n > p+ 1 :(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

=

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

,
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co cal:

G(s) =

p∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

·
∞∏

n=p+1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

=

p∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

·
∞∏

n=p+1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

·

·
∞∏

n=p+1

e
1
p+1( s

an
)
p+1

+···+ 1
n−1( s

an
)
n−1

=

p∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

·
∞∏

n=p+1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

·

· e
∑∞
n=p+1

[
1
p+1( s

an
)
p+1

+···+ 1
n−1( s

an
)
n−1

]
.

E como
p∏

n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

· e−
1
n( s

an
)
n
−···− 1

p(
s
an

)
p

=

p∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

·

· e−
∑p
n=1

1
n( s

an
)
n

+···+ 1
p(

s
an

)
p

,

resulta que

G(s) = G1(s) · e−
∑p
n=1

1
n( s

an
)
n

+···+ 1
p(

s
an

)
p

· e
∑∞
n=p+1

1
p+1( s

an
)
p+1

+···+ 1
n−1( s

an
)
n−1

.

Deste xeito, bastará ver que a serie
∞∑

n=p+1

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

,

de�ne unha función enteira, é dicir, que a serie converxe uniformemente sobre cada compacto
de C.

Sexa pois K ⊂ C un compacto e sexa R > 0 tal que K ⊂ B(0, R). Das hipóteses sobre os
an, debe existir un m tal que |am| ≥ 2R, co cal, |s| ≤ 1

2
|am| calquera que sexa s ∈ K.

Como os módulos de |am| non decrecen, se pode supoñer m > p+ 1. Como

∞∑
n=p+1

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

=

=
m−1∑
n=p+1

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

+

+
∞∑
n=m

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

,
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abonda con ver que
∞∑
n=m

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

converxe uniformemente sobre K.
Para s ∈ K e n ≥ m :∣∣∣∣∣ 1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1
∣∣∣∣∣ ≤ 1

p+ 1

|s|p+1

|an|p+1
+ ···+ 1

n− 1

|s|n−1

|an|n−1

≤ 1

p+ 1

|s|p+1

|an|p+1
+ ···+ 1

p+ 1

|s|n−1

|an|n−1

≤ 1

p+ 1

(
1

2

)p+1 |am|p+1

|an|p+1
+ ···+ 1

p+ 1

(
1

2

)n−1 |am|n−1

|an|n−1

≤ 1

p+ 1

(
1

2

)p+1 |am|p+1

|an|p+1
+ ···+ 1

p+ 1

(
1

2

)p+1 |am|p+1

|an|p+1

=
1

p+ 1

|am|p+1

|an|p+1

((
1

2

)p+1

+ ···+
(

1

2

)n−1
)

≤ 1

p+ 1

|am|p+1

|an|p+1

[
∞∑

r=p+1

(
1

2

)r]

=
1

p+ 1

|am|p+1

|an|p+1

(
1
2

)p+1

1− 1
2

=
1

p+ 1

(
1

2

)p |am|p+1

|an|p+1
.

Polo tanto, no compacto K, a serie funcional

∞∑
n=m

1

p+ 1

(
s

an

)p+1

+ ···+ 1

n− 1

(
s

an

)n−1

,

está limitada pola serie numérica

∞∑
n=m

1

p+ 1

(
1

2

)p |am|p+1

|an|p+1
,

que é converxente, de feito, absolutamente converxente, xa que:

∞∑
n=m

∣∣∣∣ 1

p+ 1

(
1

2

)p |am|p+1

|an|p+1

∣∣∣∣ =
1

p+ 1

(
1

2

)p
|am|p+1

∞∑
n=m

1

|an|p+1
<∞ (por hipóteses).

Isto proba o corolario.
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Teorema 2.8. Cada función enteira G(s) pode ser representada da forma:

G(s) = eH(s)sm
∞∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

n−1( s
an

)
n−1

,

onde H(s) é unha función enteira e os números 0, a1, a2, ... , an, ... , son os ceros de G(s).
Ademais, se a sucesión {an}∞n=1 veri�ca as condicións do corolario 2.7, entón

G(s) = eH(s)sm
∞∏
n=1

(
1− s

an

)
e
s
an

+ 1
2( s

an
)
2
+···+ 1

p(
s
an

)
p

Proba. Os ceros da función G(s) os podemos colocar en orde de módulo crecente da forma
seguinte:

0 < |a1| ≤ |a2| ≤ ··· ≤ |an| ≤ ···

e como |an| −→ ∞, será ĺımn−→∞
1

|an|
= 0, e de aquí séguese polo teorema 2.5 que existe

unha función G1(s) que ten exactamente os mesmos ceros que a función G(s). Así pois, a
función de�nida por:

ϕ(s) =
G(s)

G1(s)
, para s 6= an, ϕ(an) = ĺım

s→an
ϕ(s),

é non nula e ϕ(s) ∈ H(C) por se cociente de funcións enteiras non anulándose o denominador.
Como ϕ(s) ∈ H(C) e ϕ(s) 6= 0 existirá unha función enteira, digamos H(s), tal que

ϕ(s) = eH(s).
Con isto probamos a primeira parte do teorema, a segunda próbase de forma completa-

mente análoga, so que en lugar do teorema 2.5 empregamos o corolario 2.7.

Reseña matemática: Karl Weierstrass (1815-1897). Foi un matemático alemán. Aínda
que nos seus inicios académicos estudou comercio e �nanzas, atendendo aos consellos do seu
pai, non tardou en abandonar estes para involucrarse no estudo das ciencias matemáticas.
Largo período da súa vida dedicouno a ensinanza secundaria. Foi unha publicación súa so-
bre funcións abelianas a que sorprendeu a comunidade cientí�ca. Por dito traballo recibiu o
doutorado honorí�co da Universidade de Königsberg e en 1856 foi aceptado como profesor
asociado na Universidade de Berlín. Deu as de�nicións de continuidade, límite e derivada
dunha función o que permitiu facer a demostración de varios teoremas, entre eles, o teorema
do valor medio. Por todos é coñecida a súa contribución sobre criterios de converxencia de
series in�nitas, pois moitas das xusti�cacións levan o seu nome. Sábese que no �nal da súa
vida non o pasou demasiado ben no que a súa saúde se re�re. A responsabilidade do cargo
que ostentou como profesor fíxolle coller unha baixa de dous anos, e máis adiante as disputas
da época con outros matemáticos non lle �xeron gran favor. Tralo falecemento dunha amiga
súa fundiuse mentalmente, e o resto dos seus días pasounos nunha cadeira de rodas
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2.2. Funcións enteiras de orde �nito.

As seguintes de�nicións serán de utilidade no desenrolo das posteriores demostracións:

De�nición 2.9. Sexa G(s) unha función enteira, e sexa

M(r) = MG(r) = máx{|G(s)| : |s| = r}

Se existe unha constante a > 0 tal que

M(r) < er
a

para r > r(a) > 0, (10)

entón diremos que a función G(s) é unha función enteira de orde �nito. En tal caso, o número
α = ínf(a), se dirá que é o orde de G(s). Se a ecuación (10) non pode ser satisfeita, para
calquera a > 0, entón diremos que a orde de G(s) é ∞.

O anterior tamén o podemos manifestar dicindo que unha función enteira G(s) é de orde
�nito se existe un numero real a > 0 veri�cando:

|G(s)| < e|s|
a ∀ |s| > 0,

é dicir, existe ra > 0 tal que

|G(s)| < e|s|
a ∀ s con |s| > ra

Nótese que o caso no que a ≤ 0, a anterior de�nición non ten especial interese, pois
estaríamos ante unha función enteira e acoutada, e polo teorema de Liouville sería constante.

Observación:
Se G(s) é unha función enteira de orde α e ε > 0, entón

MG(r) < er
α+ε

, ∀ r > 0.

En efecto:

α + ε > α = ínf
{
a > 0/MG(r) < er

a

, r > 0
}

⇒ ∃a > 0 con MG(r) < er
a

, ∀ r > 0 tal que α + ε ≥ a

⇒MG(r) < er
a ≤ er

α+ε

, ∀ r > 0.

Teorema 2.10. A orde α dunha función enteira ven dada pola fórmula

ĺım
r→∞

ln lnM(r)

ln r
= α, (r = |s|)
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Proba. Supoñamos α <∞.
Como f é unha función enteira de orde �nito α, dado ε > 0 temos que

M(r) < er
α+ε

.

Por outra parte, tamén existe un s en módulo su�cientemente grande para o cal

M(r) > er
α−ε
.

Destas dúas tomando logaritmos a ambos lados, dúas veces, obtemos

ln lnM(r)

ln r
< α + ε, ∀ r > Rε;

ln lnM(r)

ln r
> α− ε, para algún r > Rε,

é dicir

α− ε ≤ ln lnM(r)

ln r
≤ α + ε,

co cal

ĺım
r→∞

ln lnM(r)

ln r
= α.

Se α =∞, para calquera a > 0 temos que

M(r) > er
a

,

ou equivalentemente
ln lnM(r)

ln r
> a,

para algúns valores de r su�cientemente grandes. Polo tanto, neste caso

ĺım
r→∞

ln lnM(r)

ln r
=∞.

Exemplo 2.11. Queremos atopar a orde de F (s) = ebs
n
con b 6= 0 e n un enteiro positivo.

Expresando b e s en forma exponencial, temos

b = |b|eiθ1 , s = reiθ2

Dado que
|ebsn| = eRe(bs

n),

e

Re(bsn) = Re|b|rneiθ1(eiθ2)n = Re|b|rn(cos θ1 + i sen θ1)(cos(nθ2 + i sen(nθ2))

= |b|rn cos(θ1 + nθ2),
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séguese que
|F (s)| = e|b|r

n cos(θ1+nθ2) ≤ e|b|r
n

,

e así
MF (r) = M(r) = e|b|r

n

.

Finalmente,

α = ĺım
r→∞

ln lnM(r)

ln r
= ĺım

r→∞

(
ln ln(e|b|r

n
)

ln r

)
= ĺım

r→∞

(
ln(|b|rn)

ln r

)
= ĺım

r→∞

(
ln |b|+ n ln r

ln r

)
= ĺım

r→∞

(
ln |b|
ln r

+ n

)
= n.

Lema 2.12. Para unha función enteira f verifícase:

i) Se f ten orde α e un cero de multiplicidade k en s = 0, entón a función g de�nida por
g(s) = f(s)

sk
, ten orde α.

ii) Se f ten orde α e λ é un complexo non nulo, entón λf ten orde α.

Proba. Probamos i).
Por unha banda temos que

Mg(r) = máx

{∣∣∣∣f(s)

sk

∣∣∣∣ : |s| = r

}
=

1

rk
Mf (r).

Agora como f é de orde α, dado ε > 0 será Mf (r) < er
α+ε
, e así

Mg(r) <
1

rk
er
α+ε

, ∀ r > 0.

logo a orde de g é ≤ α + ε, e como é certo para todo ε > 0, a orde é ≤ α.
Se α = 0 , entón a orde de g sería ≤ 0, e como a orde é sempre ≥ 0, debe ser α = 0.
Supoñamos entón α > 0, e vexamos que a orde de g non pode ser menor que α, co cal

será α, necesariamente.
Pola contra supoñamos que a orde de g é α− ε. Entón α− ε ≥ 0.
Como

ĺım
r→∞

k ln r

rα−
ε
2

= 0,

∃r1 > 0 tal que k ln r

rα−
ε
2
< 1 se r > r1, ou de forma equivalente,

rk < er
α− ε2 , se r > r1.
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Por outra parte,(pola observación feita na de�nición de orde), existe r2 tal que Mg(r) <

er
α− ε2 se r > r2. Ademais, existe r3 tal que 2 ≤ r

ε
3 se r > r3.

Tomando r > máx{r1, r2, r3}, temos que:

Mf (r) = rkMg(r) < er
α− ε2 er

α− ε2

= e2rα−
ε
2 ≤ er

ε
3 rα−

ε
2

= er
α− ε6 ,

é dicir, a orde de f e estritamente menor que α, o que é absurdo, co cal a orde de g debe ser
α.

Probamos ii).
Dende que f é de orde α, dado ε > 0 existe r > r0 tal que lnMf (r) < rα+ε.
Como

Mλf (r) = máx{|λf(s)| : |s| = r} = |λ|Mf (r),

para r > r0 temos que

ln |Mλf (r)| = ln |λ|+ ln |Mf (r)| ≤ ln |λ|+ rα+ε.

Tomando r su�cientemente grande de xeito que

rα+ε ≥ 1 e rε − 1 ≥ ln |λ|,

resulta que
ln |λ| ≤ rα+ε(rε − 1),

é dicir,
ln |λ|+ rα+ε ≤ rα+2ε,

e así
ln |Mλf (r)| ≤ rα+2ε,

co cal λf ten orde menor ou igual que α, e razoando igual que en i) obtense o resultado.

O resultado fundamental desta sección é o seguinte teorema. Antes de involucrarnos na
súa demostración estableceremos unha serie de lemas auxiliares que nos permitirán conseguir
tal obxectivo.

Teorema 2.13 (Factorización de Hadamard). Sexa G(s) unha función enteira de orde �-
nito α. Sexa sn a sucesión formada por tódolos ceros de G(s), escritos de acordo ca súa
multiplicidade. Entón existe unha factorización de Weierstrass de G(s) da forma:

G(s) = skeg(s)
∞∏
n=1

(
1− s

sn

)
e
s
sn

+ 1
2( s

sn
)
2
+···+ 1

p(
s
sn

)
p

,

onde p = [α] e a función g(s) é un polinomio de grao ≤ p.
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O anterior é o coñecido teorema de factorización de Hadamard. Como xa dixemos, a súa
proba require dunha serie de resultados auxiliares, que nos facilitarán a súa comprensión.

Lema 2.14. Sexa G(s) unha función enteira tal que G(0) = 1. Para cada par de números
reais r > 0 e λ > 1, tense que:

n(r) lnλ ≤ lnM(λr),

onde n(r) denota o número de ceros de G(s) en B(0, r) contados cada un tantas veces como
a súa multiplicidade indique, e M(r) = máx {|G(s)| : |s| = r} .

Proba. Sexa R := λr con 0 < r < R e denotemos por m = n(r).
Abonda con ver que (

R

r

)m
≤M(R).

Consideremos a función F : C −→ C de�nida por:

F (s) = G(s)
m∏
n=1

R2 − ssn
R(s− sn)

, s 6= sn,

F (sn) = ĺım
s−→sn

G(s)
m∏
n=1

R2 − ssn
R(s− sn)

,

onde s1, s2, ... , sn son os ceros da función G(s) en B(0, r).
A función F (s) así de�nida é analítica no círculo |s| ≤ R, por ser cociente de funcións

holomorfas non anulándose o denominador, e, para |s| = R temos que:

|F (s)| =

∣∣∣∣∣G(s)
m∏
n=1

R2 − ssn
R(s− sn)

∣∣∣∣∣ = |G(s)| ·

∣∣∣∣∣
m∏
n=1

R2 − ssn
R(s− sn)

∣∣∣∣∣
= |G(s)| ·

∣∣∣∣ R2 − ss1

R(s− s1)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ R2 − ss2

R(s− s2)

∣∣∣∣ ··· ∣∣∣∣ R2 − ssm
R(s− sm)

∣∣∣∣
= |G(s)| ·

∣∣∣∣ |s|2 − ss1

|s|(s− s1)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ |s|2 − ss2

|s|(s− s2)

∣∣∣∣ ··· ∣∣∣∣ |s|2 − ssm|s|(s− sm)

∣∣∣∣
= |G(s)| ·

∣∣∣∣ ss− ss1

|s|(s− s1)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ ss− ss2

|s|(s− s2)

∣∣∣∣ ··· ∣∣∣∣ ss− ssm|s|(s− sm)

∣∣∣∣
= |G(s)| · |s| · |s− s1|

|s| · |(s− s1)|
· |s| · |s− s2|
|s| · |(s− s2)|

··· |s| · |s− sm|
|s| · |(s− sm)|

Polo tanto, para |s| = R, temos que |F (s)| = |G(s)|, e como F ∈ H(C), sendo C o círculo
|s| ≤ R, polo principio do módulo máximo séguese que:

|F (0)| ≤ máx{|F (s)| : |s| = R} = máx{|G(s)| : |s| = R} = M(R).
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Como

F (0) = G(0)
m∏
k=1

R

−sk
=

m∏
k=1

R

−sk
,

resulta
m∏
k=1

R

|sk|
= |F (0)| ≤M(R),

e así (
R

r

)m
=
Rm

rm
≤ Rm∏m

k=1 |sk|
=

m∏
k=1

R

|sk|
≤M(R).

Corolario 2.15. Sexa G(s) unha función enteira de orde α e sexa sn a sucesión dos ceros
non nulos de G(s) contados cada un tantas veces como a súa multiplicidade indique. Entón:

∞∑
k=1

1

|sk|α+ε
,

é converxente, para cada ε > 0.

Proba. Se pode supoñer que existen in�nitos sj, do contrario o resultado é trivial.
Fixemos ε > 0.
Como cada reordenación dunha serie converxente de termos positivos é tamén converxen-

te, podemos colocar os ceros en orde de módulo crecente da forma:

0 < |s1| ≤ |s2| ≤ ··· ≤ |sn| ≤ ··· .

Así mesmo, podemos supoñer que G(0) 6= 0, pois se G(s) tivese en s = 0 un cero de
multiplicidade k, entón a función F (s) = G(s)

sk
é unha función enteira con F (0) 6= 0, que ten

os mesmos ceros que G(s) e polo lema 2.12 a mesma orde α.
Se pode supoñer que G(0) = 1, pois se c = G(0) 6= 1, entón a función F (s) = c−1G(s)

ten os mesmos ceros non nulos que G(s), e tamén polo lema 2.12, a mesma orde α que G(s).
Nestas condicións tomando λ = e no lema previo 2.14 deducimos:

n(r) ≤ lnM(er),

sendo r > 0 e n(r) o números de G(s) en B(0, r).
Sexa η tal que 0 < η < ε. Entón dende que G(s) é de orde α, existirá r0 tal que

M(er) < e(er)α+
η
2 , ∀ r > r0,

é dicir
lnM(er) < (er)α+ η

2 , ∀ r > r0,
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e así
n(r) < (er)α+ η

2 .

De aquí séguese que existe r1 tal que

n(r) < rα+η, ∀ r > r1.

Dado que
0 < |s1| ≤ |s2| ≤ ··· ≤ |sn| ≤ ··· ,

resulta que
k ≤ n(|sk|) ≤ |sk|α+η,

sempre que k sexa maior ou igual que un certo k0, (calculado a partir de r1), e k0 será tal
que |ak| > r1 para todo k ≥ k0.

Temos pois que
k

1
α+η ≤ |sk|, ∀ k ≥ k0,

co cal
1

|sk|
≤ 1

k
1

α+η

,

ou equivalentemente
1

|sk|α+ε
≤ 1

k
α+ε
α+η

, ∀ k ≥ k0.

Sen embargo α+ε
α+η

> 1 pois α + η < α + ε polo que a serie armónica

∞∑
k=1

1

k
α+ε
α+η

,

é converxente, e dado que
1

|sk|α+ε
≤ 1

k
α+ε
α+η

,

conclúese que a serie
∞∑
k=1

1

|sk|α+ε

é converxente, como queríamos ver.

Observación:
As seguintes serán de utilidade na proba do posterior lema:

1)
∫ 2π

0
cos(kx+ a)dx = 0 ∀ k ∈ N− 0, ∀a ∈ R.

2)
∫ 2π

0
cos(kx+ a) cos(nx+ b)dx =

{
0 se k 6= n,

π se k = n ∈ N− {0}, e a = b.
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Proba. Para 1), ∫ 2π

0

cos(kx+ a)dx =
1

k
sen(kx+ a)

∣∣∣∣2π
0

= 0.

En 2) para k = n 6= 0 e a = b, temos:∫ 2π

0

cos2(kx+ a)dx =

∫ 2π

0

1 + cos 2(kx+ a)

2
dx = π,

e para k 6= n, da igualdade xeral

cos(α + β) + cos(α− β) = 2 cos(α) cos(β),

séguese que∫ 2π

0

cos(kx+ a) cos(nx+ b)dx =
1

2

∫ 2π

0

cos((k + n)x+ (a+ b))dx

+
1

2

∫ 2π

0

cos((k + n)x− (a+ b))dx = 0.

Lema 2.16 (Borel-Caratheodory). Sexan R > 0 e f(s) unha función holomorfa nun aberto
que contén a B(s0, R). Sexa M ∈ R tal que Ref(s) ≤ M sobre o círculo para calquera
s ∈ ∂B(s0, R). Entón

a)
1

n!
|f (n)(s0)| = |an| ≤ 2M − Ref(s0)R−n, n ≥ 1;

b) no disco |s− s0| ≤ r < R, tense que:

i) |f(s)− f(s0)| ≤ 2{M − Ref(s0)} r

R− r
,

ii) |f (n)(s)| ≤ 2n!{M − Ref(s0)} R

(R− r)n+1
, n ≥ 1

Proba. Dende que f(s) e analítica no círculo |s − s0| ≤ R a serie de Taylor da función f(s)
centrada en s0 representa a dita función no maior círculo aberto de centro s0 que contén
o disco |s − s0| ≤ R. Ademais a fórmula integral de Cauchy para as derivadas permítenos

escribir an =
fn(s0)

n!
.

Probaremos a).

Primeiramente supoñamos que s0 = 0 e a0 = f(0) = 0.
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Para ak = |ak|eiθk , s = Reiθ, s ∈ ∂D(0, R), temos que

f(s) = f(Reiθ) =
∞∑
k=1

ak
(
Reiθ

)k
=
∞∑
k=1

|ak|eiθkRk
(
eiθ
)k

=
∞∑
k=1

|ak|Rk (cos(θk) + i sen(θk)) (cos(kθ) + i sen(kθ) ,

onde aplicamos a fórmula De Moivre, e así

Ref(Reiθ) =
∞∑
k=1

|ak|Rk cos(kθ + θk) (16)

Agora para 0 ≤ θ ≤ 2π a serie da anterior igualdade é converxente, xa que:

||ak|Rk cos(kθ + θk)| ≤ |ak|Rk,

e como por hipóteses f(s) é analítica no disco |s− s0| ≤ R, a serie de potencias
∑∞

k=1 |ak|Rk

é converxente, e en consecuencia, a serie (16) converxe uniformemente.
Así pois podemos integrar término a término para obter:∫ 2π

0

Ref(Reiθ)dθ =
∞∑
k=1

|ak|Rk

∫ 2π

0

cos(kθ + θk)dθ = 0,

pois como vimos na observación previa
∫ 2π

0
cos(kθ + θk)dθ = 0.

Por outra parte, para n ≥ 1 temos

Ref(Reiθ) cos(nθ + θn) =
∞∑
k=1

|ak|Rk cos(kθ + θk) cos(nθ + θn),

e esta serie tamén é converxe uniformemente para 0 ≤ θ ≤ 2π, e de novo:∫ 2π

0

Ref(Reiθ) cos(nθ + θn)dθ =
∞∑
k=1

|ak|Rk

∫ 2π

0

cos(kθ + θk) cos(nθ + θn)dθ

= π|an|Rn,

xa que na observación previa vimos que

∫ 2π

0

cos(kθ + θk) cos(nθ + θn)dθ =

{
0 se k 6= n

π se k = n
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Do anterior e tendo en conta que M ≥ 0 e 1 + cos(nθ + θn) ≥ 0, séguese que:

π|an|Rn =

∫ 2π

0

Ref(Reiθ) cos(nθ + θn)dθ

=

∫ 2π

0

Ref(Reiθ) cos(nθ + θn)dθ +

∫ 2π

0

Ref(Reiθ)dθ

=

∫ 2π

0

Ref(Reiθ) [1 + cos(nθ + θn)] dθ

≤M

∫ 2π

0

[1 + cos(nθ + θn)] dθ = 2πM.

Así que,

π|an|Rn ≤ 2πM ⇒ |an| ≤
2M

Rn
,

e a) está probado para o caso particular s0 = 0 e a0 = f(0) = 0.

No caso en que s0 6= 0 consideramos a función

F (s) = f(s− s0)− f(s0),

que é holomorfa nun nun aberto que contén o disco pechado |s− s0| ≤ R e F (0) = 0. Como
ReF (s) ≤ M − Ref(s0) para |s| = R, o resultado se obtén aplicando a función F (s) o xa
demostrado, e así a) está probado.

Probaremos i) de b).
Para |s− s0| ≤ r ≤ R, tense que:

|f(s)− f(s0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an(s− s0)n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|an||(s− s0)|n

≤
∞∑
n=1

2{M − Ref(s0)}R−nrn = 2{M − Ref(s0)}
∞∑
n=1

( r
R

)n
= 2{M − Ref(s0)}

r
R

1− r
R

= 2{M − Ref(s0)} r

R− r
.

Para ii), dado que f(s) =
∑∞

k=0 ak(s − s0)k é holomorfa no disco pechado |s − s0| ≤ R,
indutivamente obtemos que

f (n)(s) =
∞∑
k=n

akk(k − 1) ··· − (k − n+ 1)|s− s0|k−n,
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co cal

|f (n)(s)| ≤
∞∑
k=n

|ak|k(k − 1) ··· (k − n+ 1)|s− s0|k−n

≤
∞∑
k=n

2{M − Ref(s0)}R−kk(k − 1) ··· (k − n+ 1)rk−n

= 2{M − Ref(s0)}
∞∑
k=n

k(k − 1) ··· (k − n+ 1)
rk−n

Rk

= 2{M − Ref(s0)}
∞∑
k=n

dn

drn

( r
R

)k
= 2{M − Ref(s0)} d

n

drn

∞∑
k=0

( r
R

)k
= 2{M − Ref(s0)} d

n

drn

(
R

R− r

)
= 2n!{M − Ref(s0)} R

(R− r)n+1
, n ≥ 1.

Falta xusti�car o intercambio baixo a suma feita na antepenúltima igualdade, así como obter
de forma indutiva a expresión da derivada empregada.

Para a primeira a�rmación, �xado u tal que r < u < R e considerando a función:

g : B(s0, u) −→ C, g(s) =
∞∑
k=0

(
s− s0

R

)k
.

Dado que ∣∣∣∣∣
(
s− s0

R

)k∣∣∣∣∣ =
|s− s0|k

Rk
<
uk

Rk
,

e como u < R será
∣∣ u
R

∣∣ < 1 logo a serie
∑∞

k=0
uk

Rk
é converxente, e polo tanto o criterio

M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie
∑∞

k=0

(
s−s0
R

)k
sobre B(s0, u), e en

particular sobre calquera compacto contido na mesma. Logo a función g(s) é holomorfa en
subconxuntos compactos de B(s0, u), e así

dn

dsn

∞∑
k=0

(
s− s0

R

)k
=
∞∑
k=0

dn

dsn

(
s− s0

R

)k
, en B(s0, t)

En particular, para s = z + s0 con z ∈ (0, u), tense que:

dn

dzn

∞∑
k=0

( z
R

)k
=
∞∑
k=0

dn

dzn

( z
R

)k
.
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Para a segunda, indutivamente probamos que
dn

drn

(
R

R− r

)
= n!

R

(R− r)n+1
.

Se n = 1,

d

dr

(
R

R− r

)
= R(R− r)−2, é certo.

Supoñamos n > 1 e que o resultado é certo para n, isto é,
dn

drn

(
R

R− r

)
= n!

R

(R− r)n+1
,

e vexamos que se veri�ca para n+ 1.

dn+1

drn+1

(
R

R− r

)
=

d

dr

(
n!

R

(R− r)n+1

)
= (n+ 1)!R(R− r)−(n+2),

e como por hipóteses de indución o resultado é certo para n, o buscado séguese do mostrado.
Polo tanto b) está probado.

Por último, antes de involucrarnos na proba do teorema de Hadamard, faremos unha
breve observación sobre a derivada logarítmica.

De�nición 2.17. Sexa Ω ⊂ C un aberto e f ∈ H(Ω) tal que f(s) 6= 0 ∀ s ∈ Ω. Entón a

función
f
′

f
∈ H(Ω) e denomínase derivada logarítmica de f.

A observación é a seguinte:
Sexa Ω ⊂ C un aberto e {fn} unha sucesión de funcións en H(Ω) de xeito que o produto

f(s) =
∞∏
n=1

fn(s)

converxe uniformemente sobre cada compacto de Ω e f(s) 6= 0 para todo s ∈ Ω. Entón

f
′
(s)

f(s)
=
∞∑
n=1

f
′
n(s)

fn(s)
∀ s ∈ Ω,

e a serie converxe uniformemente sobre cada compacto de Ω.

Proba. Dado que f(s) 6= 0 ∀ s ∈ Ω será fn(s) 6= 0 para todo s ∈ Ω e todo n. Denotaremos
por

pn(s) = f1(s) ··· fn(s).

Por hipóteses pn(s) ⇒ f(s) sobre cada compacto de Ω, e de aquí, en virtude do teorema
1.5, séguese que p

′
n(s) ⇒ f

′
(s), tamén sobre cada compacto de Ω. En �n,

ĺım
n→∞

p
′
n(s)

pn(s)
=
f
′
(s)

f(s)
∀ s ∈ Ω,
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uniformemente sobre cada compacto de Ω. Pero

p
′
n(s)

pn(s)
=

n∑
k=1

f
′

k(s)

fk(s)
,

daquela
f
′
(s)

f(s)
=

n∑
k=1

f
′

k(s)

fk(s)
,

Con estes resultados estamos en condicións de abordar a demostración do teorema de
factorización de Hadamard. Imos logo:

Teorema 2.18 (Factorización de Hadamard). Sexa G(s) unha función enteira de orde �-
nito α. Sexa sn a sucesión formada por tódolos ceros de G(s), escritos de acordo ca súa
multiplicidade. Entón existe unha factorización de Weierstrass de G(s) da forma:

G(s) = skeg(s)
∞∏
n=1

(
1− s

sn

)
e
s
sn

+ 1
2( s

sn
)
2
+···+ 1

p(
s
sn

)
p

,

onde p = [α] e a función g(s) é un polinomio de grao ≤ p.

Proba. Usando o lema 2.12, ó igual que o principio da demostración do corolario 2.15, pode-
mos supoñer que G(s) 6= 0.

Sexa p = [α]. Entón polo corolario 2.15 a serie

∞∑
k=1

1

|sk|p+1

é converxente.
De aquí, e dado que por hipóteses G(s) é unha función enteira, a expresión

G(s) = skeg(s)
∞∏
n=1

(
1− s

sn

)
e
s
sn

+ 1
2( s

sn
)
2
+···+ 1

p(
s
sn

)
p

,

é consecuencia inmediata do teorema 2.8.
O que resta de proba consiste en ver que g(s) é un polinomio de grao menor igual que p,

e para elo bastará ver que g(p+1)(s) = 0 ∀ s ∈ C.
Pola observación previa ó teorema, para a derivada logarítmica de G(s) tense que:

G′(s)

G(s)
= g′(s) +

∞∑
n=1

(
− 1

sn − s
+

1

sn
+

s

s2
n

+ ···+ sp−1

spn

)
,

onde a serie converxe uniformemente sobre cada compacto de C. Logo:
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dp

dsp
G
′
(s)

G(s)
= g(p+1)(s)−

∞∑
n=1

p!

(sn − s)p+1
(18)

Sexa R > 0 e consideremos a función FR : C −→ C dada por:

FR(s) = G(s)
∏
|sn|≤R

(
1− s

sn

)−1

, s ∈ C.

Temos pois que FR é unha función enteira que non ten ceros no círculo B(0, R), logo debe
existir unha función HR holomorfa nun círculo aberto que contén ó anterior, tal que

FR(s) = eHR(s)

neste círculo máis grande, e en particular para todo s tal que |s| ≤ R. Posto que

eHR(0) = FR(0) = 1,

resulta que HR(0) = 2kπi para algún k ∈ Z. Entón tomando HR − 2kπi en lugar de HR,
pódese supoñer HR(0) = 0.

Calculando a derivada logarítmica de

eHR(s) = FR(s) = G(s)
∏
|sn|≤R

(
1− s

sn

)−1

con s no círculo aberto que contén a B(0, R), obtemos:

H
′

R(s) =
F
′
R(s)

FR(s)
=
G
′
(s)

G(s)
+
∑
|sn|≤R

1

sn − s
.

Logo

H
(p+1)
R (s) =

dp

dsp
G
′
(s)

G(s)
+
∑
|sn|≤R

p!

(sn − s)p+1
,

e de (18) séguese que

g(p+1)(s) = H
(p+1)
R (s) +

∑
|sn|>R

p!

(sn − s)p+1
, R > 0, |s| ≤ R.

Polo tanto probar que g(p+1) = 0 é equivalente a probar as dúas seguintes:

1) ĺımR→∞
∑
|sn|>R

p!

|sn − s|p+1
= 0, ∀ s ∈ C,
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2) ĺımR→∞

∣∣∣H(p+1)
R (s)

∣∣∣ = 0, ∀ s ∈ C.

Consideremos o círculo |s| ≤ R
2
. Para |sn| > R temos que

|sn − s| = |sn|
∣∣∣∣1− s

sn

∣∣∣∣ ≥ |sn|
(

1−
R
2

R

)
=
|sn|
2
,

logo
1

|sn − s|
≤ 2

|sn|
,

co cal ∑
|sn|>R

p!

|sn − s|p+1
≤ 2(p+1)p!

∑
|sn|>R

1

|sn|p+1
,

pero a serie
∑
|sn|>R

1
|sn|p+1 é converxente, (segundo anunciamos ó principio da demostración),

e en consecuencia

ĺım
R→∞

∑
|sn|>R

p!

|sn − s|p+1
= 0 ∀ s.

e 1) está probado.
Vesamos agora que o outro límite tamén e 0. Se |s| = 2R. e |sn| ≤ R, tense que 1

|sn| ≥ R,
logo ∣∣∣∣1− s

sn

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ ssn
∣∣∣∣− 1 ≥ 2R

R
− 1 = 1,

e así
1∣∣∣∣1− s

sn

∣∣∣∣ ≤ 1,

co cal
|FR(s)| ≤ |G(s)| se |s| = 2R.

Pero dende que G(s) é unha función enteira de orde α, para ε > 0 temos que

|FR(s)| ≤ e(2R)α+ε , |s| = 2R, ∀R > 0,

e dado que FR(s) é unha función enteira, polo principio do módulo máximo a última des-
igualdade se mantén no círculo |s| ≤ 2R, é dicir

|FR(s)| ≤ e(2R)α+ε , |s| ≤ 2R,

e en particular
|FR(s)| ≤ e(2R)α+ε , se |s| ≤ R.
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Polo tanto,
ReHR(s) = ln |FR(s)| ≤ (2R)α+ε, se |s| ≤ R,

e aplicando o apartado ii) de b) do lema 2.16 obtemos:

|H(p+1)
R (s)| ≤ 2(p+ 1)!R

(R− r)p+2
(2R)α+ε, se |s| = r < R,

en particular para |s| = r = R
2
, o anterior se converte en

|H(p+1)
R (s)| ≤ 2(p+ 1)!R(

R

2

)p+2 (2R)α+ε ≤ c(ε)Rα+ε−(p+1),

onde c(ε) = (p+ 1)!2α+ε+k+3 é unha constante que non depende de R. De novo polo principio
do módulo máximo a anterior desigualdade se mantén no círculo |s| ≤ R

2
, isto é

|H(p+1)
R (s)| ≤ c(ε)Rα+ε−(p+1), se |s| ≤ R

2
.

Agora, dado que α < [α] + 1 = p+ 1 para ε su�cientemente pequeno resulta que α+ ε <
p + 1, ou se se pre�re, α + ε − (p + 1) < 0, entón pasando a límites a última desigualdade
cando R −→∞, concluímos

ĺım
R−→∞

|H(p+1)
R (s)| = 0,

co cal 2) tamén está probado, e así g(k+1)(s) = 0 como desexábamos ver.

Exemplo:
O teorema de factorización de Hadamard pódese aplicar para obter de unha forma sinxela

o produto in�nito da función:

sen s = s
∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
.

Vexamos que f(s) = sen s ten orde 1.
Para s = σ+ it, usando a relación fundamental sen s = senσ cosh t+ i cosσ senh t, resulta

que

| sen s|2 = | senσ cosh t+ i cosσ senh t|2

= sen2 σ cosh2 t+ cos2 σ senh2 t

= sen2 σ(1 + senh2 t) + cos2 σ senh2 t

= sen2 σ + senh2 t

≤ 1 + senh2 t = cosh2 t,
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é dicir
| sen s|2 ≤ cosh2 t⇒ | sen s| ≤ | cosh t|,

é dicir

| sen s| ≤ | cosh t| =
∣∣∣∣et + e−t

2

∣∣∣∣ ≤ |et| = et = eIms ≤ e|s|,

de onde

α = ĺım
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
= ĺım

r→∞

ln ln er

ln r
= 1, (r = |s|)

que é a orde de f(s).
Os ceros da función sen s veñen sendo s0 = 0 e sn = ±mπ con m = 1, 2, ... , e son ceros

simples, e a serie
∞∑
n=1

1

|sn|2
,

é converxente. De aquí polo teorema de factorización de Hadamard séguese:

sen s = eas+bs
∞∏
n=1

(
1− s

sn

)
e
s
sn

= eas+bs
(

1− s

π

)
e
s
π ·
(

1 +
s

π

)
e−

s
π ·
(

1− s

2π

)
e
s
2π ···

= eas+bs
∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
.

Como o seno é unha función impar,

sen(−s) = −e−as+bs
∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
= −eas+bs

∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
= − sen s,

de onde
−e−as+bs = −eas+bs⇔ e−aseb = easeb ⇒ e2as = 1,

co cal a = 0, e así temos

sen s = ebs

∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
,

ou se se pre�re
sen s

s
= eb

∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
.

Sen embargo ĺıms→0
sen s

s
= 1, logo debe ser b = 0, que �nalmente

sen s = s

∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
.
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Reseña matemática: Jackes Hadamard (1865-1963). Foi un matemático francés. Entre os
seus logros máis relevantes cabe destacar a proba do teorema do número primo, estableci-
da tamén de forma independente polo matemático belga Charles-Jean de la Vallée Poussin.
Tamén estableceu a noción de problema ben plantado no campo das ecuacións diferencias,
colaborou no establecemento das bases do cálculo in�nitesimal e desenrolou o teorema sobre
o valor absoluto dun determinante. Aparte dos seus logros matemáticos, tamén se interesou
polos procesos mentais que levan aos cientí�cos a facer os seus descubrimentos, como quedou
plasmado na súa obra �Ensaio sobre la psicoloxía da invención no campo das matemáticas�.
Como anécdota, cóntase que un día mentres paseaba co seu pai polas veciñanzas da École
Normale, tiveron a seguinte conversación:
- ¾É aquí onde se aprende matemáticas?
- Sí, na École Normale, no departamento de ciencias.
- Daquela eu non virei.
En 1884 �xo as probas para ingresar na École Polytechnique e na École Normale Supérieure,
onde obtivo o número un para acceder a ambas. Cabe mencionar que as prazas eran limita-
das, 45 concretamente, e había máis de 1000 candidatos. Entre dúbidas de que praza tomar,
ó �nal apoiándose no seu amigo Charles Émile Picard, decidiu converterse nun normalian.
A investigación de Hadamard foi altamente recoñecida. En 1898 unha comisión formada por
Hermite, Poincaré, Bertrand e Sarrau lle conceden o Premio de Poncelet polo seu traballo
nos últimos dez anos. Foi nomeado doutor honoris causa pola Universidade de Gotinga. Esta
é a universidade de Gauus, Dirichlet, Riemann e Hilbert. Este último incluíu o nome de
Hadamard nunha corta lista dos matemáticos franceses e alemáns mellores da época.
A desgracia asolou a súa porta durante o período da primeira guerra mundial, onde os seus
dous �llos, Pierre e Étienne, perderon a vida no fronte. Esta traxedia marcou a súa vida.
Chegou a comentar que nos anos comprendidos entre 1893 e 1916 transcorreron os mellores
anos da súa vida. Durante a segunda guerra mundial, viuse obrigado a emigrar, consecuencia
do acoso nazi, pois Hadamard era de descendencia xudía. Durante este período pasou diverso
tempo en varias universidades, como a de Harvard. En 1945 regresou a Europa, invitado pola
London Mathematical Society. Hadamard ganouse o sobrenome de lenda viva das matemáti-
cas. As universidades máis prestixiosas invitábano os seus congresos constantemente.
Morreu o 17 de outubro de 1963 despois de ver como era distinguido cos máis altos galardóns
de innumerables universidades, gobernos e institucións, pero sobre todo co recoñecemento da
comunidade matemática mundial. Foi este último feito o único polo que a súa investigación
matemática se viu interrompida, pero a súa obra segue patente nos nosos días.



Capítulo 3

A función Gamma de Euler

3.1. De�nición e primeiras propiedades.

A función gamma de Euler defínese como

1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n ,

onde γ é a constante de Euler.

A mención do visto no tema anterior, a función Γ−1(s) é enteira de orde polo menos un.
Ademais, Γ(s) é analítica en C excepto nos puntos s = 0,−1,−2, ... ,−n, ... , onde presenta
polos simples.

Teorema 3.1 (A fórmula de Euler). Para s ∈ C− {0,−1,−2, ... } verifícase:

Γ(s) =
1

s

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

(1)

41
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Proba. Das de�nicións de produto in�nito e a función Γ(s), obtemos:

1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n

= s ĺım
m→∞

es(
∑m
n=1

1
n
−lnm) ĺım

m→∞

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n

= s ĺım
m→∞

es(
∑m
n=1

1
n
−lnm)es(−

∑m
n=1

1
n)

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
= s ĺım

m→∞
e−s lnm

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
= s ĺım

m→∞
m−s

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
= s ĺım

m→∞

m−1∏
n=1

(
1 +

1

n

)−s m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
= s ĺım

m→∞

m∏
n=1

(
1 +

1

n

)−s (
1 +

s

n

)(
1 +

1

m

)s
= s

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)−s (
1 +

s

n

)
,

de onde obtemos a expresión (1) :

Γ(s) =
1

s

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1

Corolario 3.2 (A fórmula de Gauss). Para s ∈ C− {0,−1,−2, ... } verifícase:

Γ(s) = ĺım
n→∞

n! · ns

s(s+ 1) ··· (s+ n)
.

Proba.

1

Γ(s)
= s ĺım

m→∞

1

ms

m∏
n=1

(
1 +

s

n

)
= s ĺım

m→∞

1

ms

m∏
n=1

(
n+ s

n

)
= ĺım

m→∞

s

ms
· (s+ 1)

1
· (s+ 2)

2
··· (s+m)

m

= ĺım
m→∞

s(s+ 1)(s+ 2) ··· (s+m)

m!ms
,
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logo

Γ(s) = ĺım
m→∞

m! ·ms

s(s+ 1) ··· (s+m)
.

Corolario 3.3.

Γ(1) = Γ(2) = 1.

Proba. Polo corolario 3.2 temos que

Γ(1) = ĺım
n→∞

n! · n
1 · 2 ··· (n+ 1)

= ĺım
n→∞

n

n+ 1
= ĺım

n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1,

e tamén

Γ(2) = ĺım
n→∞

n! · n2

2 · 3 ···n(n+ 1)(n+ 2)

= ĺım
n→∞

n

2 + n
· ĺım
n→∞

(n− 1)!n2

(n+ 1)!

= ĺım
n→∞

(
1− 2

2 + n

)
· ĺım
n→∞

n2

n2 + n

= ĺım
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1.

Logo

Γ(1) = Γ(2) = 1.

Teorema 3.4 (Ecuación funcional). Para s ∈ C− {0,−1,−2, ... } verifícase:

Γ(s+ 1) = sΓ(s).
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Proba. Da fórmula de Euler (1) obtemos,

Γ(s+ 1)

Γ(s)
=

s

s+ 1
ĺım
m→∞

m∏
n=1

(
1 + 1

n

)s+1 (
1 + s+1

n

)−1(
1 + 1

n

)s (
1 + s

n

)−1

=
s

s+ 1
ĺım
m→∞

m∏
n=1

(n+1)s+1

ns+1 · n
n+s+1

(n+1)s

ns
· n
n+s

=
s

s+ 1
ĺım
m→∞

m∏
n=1

n+ 1

n
· n+ s

n+ s+ 1

=
s

s+ 1
ĺım
m→∞

(
2

1
· 1 + s

s+ 2

)
·
(

3

2
· 2 + s

s+ 3

)
·
(

4

3
· 3 + s

s+ 4

)
···
(
m+ 1

m
· m+ s

s+m+ 1

)
=

s

s+ 1
ĺım
m→∞

(1 + s)(m+ 1)

s+m+ 1

=
s

s+ 1
ĺım
m→∞

(1 + s)m+ (1 + s)

s+m+ 1

=
s

s+ 1
(1 + s)

= s.

Así que
Γ(s+ 1) = sΓ(s).

Corolario 3.5. Para cada número natural,

Γ(n+ 1) = n!.

Proba. Dado que para todo s ∈ C − {0,−1,−2, ... } se cumpre que Γ(s + 1) = sΓ(s), en
particular para n ∈ N− {0}, será

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)Γ(n− 1)

= n(n− 1)(n− 2)Γ(n− 2)

...

= n(n− 1)(n− 2) ··· 2Γ(1)

= n!,

pois Γ(1) = 1.
Para n = 0, defínese 0! = Γ(1) = 1.

Corolario 3.6 (Fórmula de duplicación). Para cada número natural,

Γ(2n)Γ

(
1

2

)
= 22n−1Γ(n)Γ

(
n+

1

2

)
.
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Proba. Primeiramente imos ver que Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

22nn!
Γ

(
1

2

)
.

En efecto,

Γ

(
n+

1

2

)
=

(
n− 1

2

)
Γ

(
n− 1

2

)
=

(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)
Γ

(
n− 3

2

)
=

(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)(
n− 5

2

)
Γ

(
n− 5

2

)
...

=

(
n− 1

2

)(
n− 3

2

)(
n− 5

2

)
··· 5

2
· 3

2
· 1

2
Γ

(
1

2

)
=

1

2n
(2n− 1)(2n− 3)(2n− 5) ··· 5 · 3 · 1 · Γ

(
1

2

)
=

(2n− 1)!!

2n
Γ

(
1

2

)
=

(2n)!
2nn!

2n
Γ

(
1

2

)
=

(2n)!

22nn!
Γ

(
1

2

)
,

onde usamos a identidade (2n− 1)!! =
(2n− 1)!

(2n− 2)!!
=

(2n)!

2nn!
.

Por outra banda

Γ(2n) = Γ(2n− 1 + 1) = (2n− 1)!

= (2n− 1)(2n− 2)(2n− 3) ···nΓ(n).

Así,

Γ(n)Γ
(
n+ 1

2

)
Γ(2n)

=
Γ(n) (2n)!

22nn!
Γ
(

1
2

)
(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3) ···nΓ(n)

=
Γ(n)2n(2n− 1)(2n− 2) ··· 3 · 2 · Γ

(
1
2

)
22nn!(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3) ···nΓ(n)

=
2

22n
Γ

(
1

2

)
.

En �n,

Γ(n)Γ
(
n+ 1

2

)
Γ(2n)

=
2

22n
Γ

(
1

2

)
⇒ Γ(2n)Γ

(
1

2

)
= 22n−1Γ(n)Γ

(
n+

1

2

)
.
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Teorema 3.7 (Fórmula de complemento). Para cada número s non enteiro,

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sen πs
.

Proba. No exemplo do teorema de factorización de Hadamard vimos que

sen s = s

∞∏
n=1

(
1− s2

n2π2

)
,

e dado que a función sen s é enteira, por prolongación analítica, non hai ambigüidade en
intercambiar s 7→ πs. Deste xeito

sen πs = πs
∞∏
n=1

(
1− s2

n2

)
,

ou se se pre�re
1∏∞

n=1

(
1− s2

n2

) =
πs

sen πs
.

Doutra banda, a fórmula de Euler vista no teorema 3.1 permítenos escribir

Γ(s)Γ(−s) =
1

s

∞∏
n=1

[(
1 +

1

n

)s (
1 +

s

n

)−1
]

1

−s

∞∏
n=1

[(
1 +

1

n

)−s (
1− s

n

)−1
]

=
1

−s2
∏∞

n=1

(
1− s2

n2

)
=

−π
s sen πs

.

E da ecuación funcional vista no teorema 3.4 deducimos

−sΓ(−s) = Γ(1− s)⇒ Γ(−s) =
Γ(1− s)
−s

.

Así que

Γ(s)Γ(−s) = Γ(s)
Γ(1− s)
−s

=
−π

s sen πs
⇒ Γ(s)Γ(1− s) =

π

sen πs

Corolario 3.8.

Γ

(
1

2

)
=
√
π.
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Proba. Tense que

Γ

(
1

2

)2

= Γ

(
1

2

)
Γ

(
1− 1

2

)
,

e polo teorema anterior,

Γ

(
1

2

)
Γ

(
1− 1

2

)
=

π

sen π
2

,

de onde,

Γ

(
1

2

)2

= π.

Agora, da fórmula de Gauss

Γ

(
1

2

)
= ĺım

n−→∞

n!n
1
2

1
2

(
1
2

+ 1
)
···
(

1
2

+ n
) ≥ 0,

logo debe ser

Γ

(
1

2

)
=
√
π.

3.2. Representación integral.

Teorema 3.9 (A fórmula integral). Para Res > 0,

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−uus−1du.

Proba. Para Re ≥ σ0 > 0, imos ver que a integral do lado dereito converxe uniformemente,
e polo tanto, representa a unha función analítica no semiplano Re > 0.

Sexa Ω := {s ∈ C/Res ≥ σ0 > 0}. Vexamos en primeiro lugar que a integral de�ne unha
función holomorfa sobre Ω. Polo teorema 1.10, (e o seu homólogo para integrais de segunda
especie), é su�ciente probar que cada unha das seguintes integrais∫ 1

0

e−uus−1du,

∫ ∞
1

e−uus−1du,

converxen uniformemente sobre cada compacto de Ω.
Sexa pois K ⊂ Ω un compacto.
Como K é compacto existen a,A ∈ R tales que

0 < a < Res < A, ∀ s ∈ K.



48 CAPÍTULO 3. A FUNCIÓN GAMMA DE EULER

Se u ≥ 1 e s ∈ K, temos que:

|us−1| = |uσ+itu−1| = |uσ+it||u−1| = uσ−1 ≤ uA−1,

ĺım
u→∞

uA−1e−
1
2
u = 0⇒ ∃ c > 0 tal que uA−1e−

1
2
u ≤ c, ∀u ≥ 1.

Destas dúas concluímos

|e−uus−1| = e−u|us−1| ≤ e−uuA−1

= e−
1
2
ue−

1
2
uuA−1

≤ ce−
1
2
u.

Agora dado que a función φ : [1,∞) −→ R dada por φ(u) = ce−
1
2
u veri�ca:∫ ∞

1

ce−
1
2
udu = ĺım

x→∞

∫ x

1

ce−
1
2
udu

= −2c ĺım
x→∞

∫ x

1

−1

2
e−

1
2
udu = −2c ĺım

x→∞

[
e−

1
2
u
]x

1

= −2c ĺım
x→∞

[
e−

x
2 − e−

1
2

]
=

2c

e
1
2

<∞,

resulta que a integral
∫∞

1
e−uus−1du, en virtude do teorema 1.9, é uniformemente converxente

sobre cada compacto K.
Se 0 < u ≤ 1 e s ∈ K, temos que:

(Res− 1) lnu ≤ (a− 1) lnu⇒ lnuRes−1 ≤ lnua−1 ⇒ uRes−1 ≤ ua−1,

logo
|e−uus−1| ≤ |us−1| = uRes−1 ≤ ua−1,

e como ∫ 1

0

ua−1du =
1

a
ĺım
x→1

∫ x

0

aua−1du =
1

a
ĺım
x→1

[ua]x0

=
1

a
<∞,

concluímos polo análogo para integrais de segunda especie do teorema 1.9, que a integral∫ 1

0
e−uus−1du é uniformemente converxente sobre K.
En consecuencia, a función f : Ω −→ C, s 7→

∫∞
0
e−uus−1du é holomorfa, e polo tanto

analítica en Ω, que era o pretendíamos ver.
Agora, dado que a función Γ(s) tamén e analítica en Ω, para probar que ambas funcións

coinciden en Ω, polo principio de identidade para funcións holomorfas, será su�ciente probar
que coincide en [1,∞), isto é,

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−uux−1du ∀x ∈ [1,∞).
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Integrando n−veces por partes obtemos:∫ n

0

(
1− u

n

)n
ux−1du =

[(
1− u

n

) ux
x

]n
0

+
1

x

∫ n

0

(
1− u

n

)n−1

uxdu

=
1

x

∫ n

0

(
1− u

n

)n−1

uxdu

=
1

x
· 1

x+ 1
· n− 1

n

∫ n

0

(
1− u

n

)n−2

ux+1du

...

=
1

x
· 1

x+ 1
··· 1

x+ n− 1
· n− 1

n
· n− 2

n
··· 1

n

∫ n

0

ux+n−1du

=
1

x
· 1

x+ 1
··· 1

x+ n− 1
· n− 1

n
· n− 2

n
··· 1

n
· 1

x+ n

[
ux+n

]n
0

=
1

x
· 1

x+ 1
··· 1

x+ n− 1
· n− 1

n
· n− 2

n
··· 1

n
· n

x+n

x+ n

=
1

x
· 1

x+ 1
··· 1

x+ n− 1
· (n− 1)!

nn−1
· n

x · n · nn−1

x+ n

=
n!nx

x(x+ 1) ··· (x+ n)
.

É dicir, ∫ n

0

(
1− u

n

)
ux−1du =

n!nx

x(x+ 1) ··· (x+ n)
,

e tendo presente a fórmula de Gauss vista no corolario 3.2, resulta

ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− u

n

)
ux−1du = ĺım

n→∞

n!nx

x(x+ 1) ··· (x+ n)

= Γ(x)

Para rematar, vexamos que

ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− u

n

)
ux−1du =

∫ ∞
0

e−uux−1du, ∀x ≥ 1.

A�rmamos que para 0 ≤ u ≤ n a seguinte desigualdade verifícase:

0 ≤ e−u −
(

1− u

n

)n
≤ e−u · u

2

n
(2)

En efecto, se u = n o resultado é obvio. Supoñamos pois 0 ≤ u < n. Tendo en conta as
seguintes desigualdades fundamentais:

a) −y ≥ ln(1− y), se 0 ≤ y < 1,
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b) y ≥ ln(1 + y), se 0 ≤ y < 1,

c) (1 + y)n ≥ 1− ny, se 0 ≤ y < 1, n ≥ 1.

De 0 ≤ u < n será 0 ≤ u
n
< 1, logo de a) e b) deducimos respectivamente:

e−
u
n ≥ eln(1−u

n) = 1− u

n
⇒ e−u ≥

(
1− u

n

)n
(3)

e
u
n ≥ eln(1+u

n) = 1 +
u

n
⇒ eu ≥

(
1 +

u

n

)n
(4)

E de (3) e (4) séguese que

0 ≤ e−u −
(

1− u

n

)n
= e−u

[
1− eu

(
1− u

n

)n]
≤ e−u

[
1−

(
1 +

u

n

)n (
1− u

n

)n]
= e−u

[
1−

(
1− u2

n2

)n]
≤ e−u

[
1−

(
1− u2

n

)n]
= e−u

u2

n
.

Co cal a a�rmación (2) é certa.
Entón se 0 < u ≤ n e x ∈ [1,∞), temos que:

0 ≤
[
e−u −

(
1− u

n

)n]
ux−1 ≤ e−u

ux+1

n
,

e así

0 ≤
∫ n

0

[
e−u −

(
1− u

n

)n]
ux−1du ≤

∫ n

0

e−u
ux+1

n
du

≤ 1

n

∫ ∞
0

e−uux+1du→ 0, cando n→∞,

pois a última integral converxe, acorde ó visto con anterioridade.
Consecuentemente

0 = ĺım
n→∞

∫ n

0

[
e−u −

(
1− u

n

)n]
ux−1du

= ĺım
n→∞

∫ n

0

e−uux−1du− ĺım
n→∞

∫ n

0

(
1− u

n

)n
ux−1du

=

∫ ∞
0

e−uux−1du− Γ(x),
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é dicir,

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−uux−1du.

Corolario 3.10. ∫ ∞
−∞

e−u
2

du =
√
π.

Proba. Por ser o integrando unha función par,

1

2

∫ ∞
−∞

e−u
2

du =

∫ ∞
0

e−u
2

du,

que considerando o cambio de variable t = u2 ⇒ u =
√
t⇒ du =

1

2
√
t
dt, resulta

∫ ∞
0

e−u
2

du =

∫ ∞
0

e−t
1

2
√
t
dt

=
1

2

∫ ∞
0

e−tt
1
2
−1dt

=
1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
,

logo
1

2

∫ ∞
−∞

e−u
2

du =

√
π

2
⇒
∫ ∞
−∞

e−u
2

du =
√
π.

3.3. A fórmula de Stirling

A importancia da fórmula de Stirling radica en que describe o comportamento de Γ(s)
cando |s| −→ ∞.

A continuación imos de�nir a función ln Γ(s). Para cada s ∈ C− (−∞, 0] consideremos a
función dada por

φ(s) := − ln s− γs−
∞∑
n=1

[
ln
(

1 +
s

n

)
− s

n

]
,

onde ln se re�re o logaritmo principal,

ln s = ln |s|+ iArg(s),

sendo Arg(s) o argumento principal de�nido en [−π, π).
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Referíndonos ó logaritmo principal, a función ln : C − (−∞, 0] −→ C é holomorfa. Imos
ver que φ(s) é holomorfa en C− (−∞, 0] e para isto bastará ver que a serie do lado dereito
converxe uniformemente sobre cada compacto do mencionado dominio.

Sexa pois |s| ≤ R con R > 0. Para n > R, temos que∣∣∣ s
n

∣∣∣ =
|s|
n
≤ R

n
< 1,

o que nos permite expresar a función logaritmo como serie de potencias da forma

ln
(

1 +
s

n

)
=
∞∑
k=1

(−1)k+1

k

( s
n

)k
,

co cal

ln
(

1 +
s

n

)
− s

n
=
∞∑
k=2

(−1)k+1

k

( s
n

)k
.

Acoutando agora modularmente obtemos:∣∣∣ln(1 +
s

n

)
− s

n

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=2

1

k

∣∣∣ s
n

∣∣∣k ≤ ∞∑
k=2

1

k

(
R

n

)k
≤ 1

2

∞∑
k=2

s

n

k

=
1

2
·

R2

n2

1− R
n

=
1

2
· R2

n(n−R)
, se n > R.

Para �nalizar, tomando n ≥ 2R > R, será 2R
n
≤ 1. Entón:

∣∣∣ln(1 +
s

n

)
− s

n

∣∣∣ ≤ 1

2
·

R2

n2

1− R
n

=
R2

n2

2− 2R
n

≤ R2

n2
,

e dado que

ĺım
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= ĺım

n→∞
n

(
1−

1
(n+1)2

1
n2

)
= ĺım

n→∞
n

(
2n+ 1

(n+ 1)2

)
= 2 > 1,

o criterio de Raabe conclúe que a serie
∑∞

n=1
R2

n2 é converxente, e en consecuencia o criterio
M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie

∞∑
n=1

[
ln
(

1 +
s

n

)
− s

n

]
,

así que φ(s) é holomorfa en C− (−∞, 0], como queríamos ver.



3.3. A FÓRMULA DE STIRLING 53

Notemos ademais que

eφ(s) =
1

seγs
∏∞

n=1

(
1 + s

n

)
e−

s
n

= Γ(s),

para calquera s ∈ C− (−∞, 0].
En particular, para s > 0 real, Γ(s) é real maior que cero, e entón ten sentido considerar

o logaritmo ordinario ln Γ(s). Notemos que neste caso tamén φ(s) é real, e de

eφ(s) = Γ(s) = eln Γ(s),

deducimos que
φ(s) = ln Γ(s) ∀ s > 0.

Por esta razón se usa a notación

ln Γ(s) := − ln s− γs−
∞∑
n=1

[
ln
(

1 +
s

n

)
− s

n

]
,

para calquera s ∈ C−(−∞, 0]. A función ln Γ(s) é pois holomorfa en dito dominio, e coincide
co logaritmo ordinario en (0,∞).

O resultado fundamental desta sección é, como cabería esperar, o seguinte teorema:

Teorema 3.11 (A fórmula de Stirling). Para s ∈ C− (−∞, 0] tense que

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ ln

√
2π −

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du,

onde ρ1(u) = {u} − 1
2
.

Proba. Supoñamos polo momento que s > 0 é real e apliquemos a fórmula de sumación de
Euler a función f(u) = ln(s+ u).

n∑
k=0

f(k) =
n∑
k=0

ln(s+ k) = ln
n∏
k=0

(s+ k)

=

∫ n

0

ln(s+ u)du+
1

2
(ln(s+ n) + ln s) +

∫ n

0

ρ1(u)

s+ u
du.

Dado que
∫

lnxdx = x lnx− x, aplicando o mesmo argumento de integración por partes
a primeira integral da anterior igualdade resulta:∫ n

0

ln(s+ u)du = [(s+ u) ln(s+ u)− (s+ u)]n0 = (s+ n) ln(s+ n)− (s+ n)− s ln s+ s

= (s+ n) ln(s+ n)− n− s ln s,
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que substituíndo

ln
n∏
k=0

(s+ k) = (s+ n) ln(s+ n)− n− s ln s+
1

2
ln(s+ n) +

1

2
ln s+

∫ n

0

ρ1(u)

s+ u
du (5)

En particular para s = 1 :

ln
n∏
k=0

(1 + k) = (1 + n) ln(1 + n)− n+
1

2
(1 + n) +

∫ n

0

ρ1(u)

1 + u
du (6)

Restando (6) a (5), para o lado esquerdo da igualdade obtemos:

ln
n∏
k=0

(s+ k)− ln
n∏
k=0

(1 + k) = ln

(∏n
k=0(s+ k)∏n
k=0(1 + k)

)
= ln

s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!(n+ 1)
,

e así

ln
s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!(n+ 1)
= s ln(s+ n) + n ln(s+ n)− s ln s+

1

2
(s+ n) +

1

2
ln s− ln(1 + n)−

− n ln(1 + n)− 1

2
(1 + n) +

∫ n

0

ρ1(u)

s+ u
du−

∫ n

0

ρ1(u)

1 + u
du (7)

Tendo en conta as dúas seguintes identidades,

s ln(s+ n) = s ln
(
n
(

1 +
s

n

))
= lnns + s ln

(
1 +

s

n

)
e

ln(1 + n) = ln

(
n

(
1 +

1

n

))
= lnn+ ln

(
1 +

1

n

)
,

usadas convenientemente, (7) convértese en:

ln
s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!(n+ 1)
= lnns + s ln

(
1 +

s

n

)
+ n lnn+ n ln

(
1 +

s

n

)
− s ln s+

1

2
lnn+

+
1

2
ln
(

1 +
s

n

)
+

1

2
ln s− lnn− ln

(
1 +

1

n

)
− n lnn− n ln

(
1 +

1

n

)
−

− 1

2
lnn− 1

2
ln

(
1 +

1

n

)
+

∫ n

0

ρ1(u)

s+ u
du−

∫ n

0

ρ1(u)

1 + u
du, (8)

pero

ln
s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!(n+ 1)
= ln

s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!
− ln(n+ 1)

= ln
s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!
− lnn− ln

(
1 +

1

n

)
,
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que pasando lnns en (8) ó lado esquerdo e operando, obtemos

ln
s(s+ 1) ··· (s+ n)

n!ns
= s ln

(
1 +

s

n

)
+

(
n+

1

2

)
ln
(

1 +
s

n

)
−
(
s− 1

2

)
ln s−

−
(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
+

∫ n

0

ρ1(u)

s+ u
du−

∫ n

0

ρ1(u)

1 + u
du

Pasando límites á anterior igualdade cando n −→∞, para o lado esquerdo tendo presente
a fórmula de Gauss que vimos no corolario 3.2, é sinxelo ver que se converte en ln 1

Γ(s)
. Para

o dereito, temos que:

ĺım
n→∞

(
n+

1

2

)
ln
(

1 +
s

n

)
= ĺım

n→∞
ln
(

1 +
s

n

)n
+

1

2
ĺım
n→∞

ln
(

1 +
s

n

)
= ĺım

n→∞
ln

((
1 +

1
n
s

)n
s

)s

= ln es = s,

e de xeito similar,

ĺım
n→∞

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
= 1.

Polo tanto,

ln
1

Γ(s)
= s−

(
s− 1

2

)
ln s− 1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du−

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du,

ou equivalentemente,

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ 1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du−

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du (9)

Esta última igualdade é certa para todo s ∈ (0,∞). No lema seguinte 3.12 probaremos
que a función:

C− (−∞, 0] −→ C, s 7→
∫ ∞

0

ρ1(u)

s+ u
du,

é holomorfa, e polo tanto todas as expresións do lado dereito de (9) serían holomorfas no
aberto conexo C− (−∞, 0]. Polo principio de identidade de funcións analíticas teríamos que
a igualdade é válida para calquera s ∈ C− (−∞, 0].

Para rematar esta demostración vexamos que:

1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du = ln

√
π.

Da ecuación funcional vista no teorema 3.4 deducimos, como xa vimos, que

Γ(1− s) = −sΓ(−s), ∀ s ∈ C− Z.
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Tamén a fórmula do complemento vista no teorema 3.7 permítenos escribir:

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sen πs
, ∀ s ∈ C− {0,−1,−2, ... ,−n, ... }

Entón
Γ(s)Γ(−s) =

−π
s sen πs

, ∀s ∈ C− Z.

Ademais, das propiedades elementais de conxugados de números complexos, da fórmula
de Gauss vista no corolario 3.2 concluímos que Γ(s) = Γ(s), e así

|Γ(s)| =
√

Γ(s)Γ(s) =
√

Γ(s)Γ(s).

Logo para t ∈ R, con t > 0 temos:

|Γ(it)| =
√

Γ(it)Γ(−it) =

√
−π

it sen iπt

=

√
−π

it 1
2i

(e−πt − eπt)
=

√
2π

t(eπt − e−πt)
,

ou equivalentemente

ln

√
2π

t(eπt − e−πt)
= ln |Γ(it)| = ReΓ(it).

Tomando en (9) s = it e tendo presente esta última igualdade, resulta:

ReΓ(it) = Re

[(
it− 1

2

)
ln(it)− it−

∫ ∞
0

ρ1(u)

it+ t
du

]
+ 1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du

= −1

2
ln t− πt

2
− Re

∫ ∞
0

ρ1(u)

it+ u
du+ 1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du.

No lema 3.13 posterior veremos que:

ĺım
t→∞

∫ ∞
0

ρ1(u)

it+ u
du = 0.

Entón despexando 1+
∫∞

0

ρ1(u)

1 + u
du na igualdade previa e pasando a límites cando t −→∞,

1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du = ĺım

t→∞

[
ln

√
2π

t(eπt − e−πt)
+

1

2
ln t+

πt

2

]

= ĺım
t→∞

[
ln

√
2π

t(eπt − e−πt)
+ ln
√
t+ ln e

πt
2

]

= ĺım
t→∞

ln

√
2πteπt

t(eπt − e−πt)
,
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pero

ĺım
t→∞

ln

√
2πteπt

t(eπt − e−πt)
= ĺım

t→∞
ln

√
2πeπt

eπt(1− e−2πt)

= ĺım
t→∞

ln

√
2π

(1− e−2πt)
= ln

√
2π,

co cal

1 +

∫ ∞
0

ρ1(u)

1 + u
du = ln

√
2π.

A continuación probaremos os lemas que quedan par rematar a demostración.

Lema 3.12. Sexa ρ2 : R −→ R a función tal que ρ2(u) = 1
2
(u2 − u) para 0 ≤ u ≤ 1 e

estendida a R de modo que sexa periódica de período 1. Verifícase que:

C− (∞, 0] −→ C, s −→
∫ ∞

0

ρ2(u)

(s+ u)2
du,

é unha función holomorfa, e súa derivada é:

C− (∞, 0] −→ C, s −→ −2

∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du.

Ademais: ∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)2
du =

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du ∀ s ∈ C− (∞, 0].

Proba. Nótese que ρ2 : u ∈ [0,∞) 7−→ ρ2(u) = ρ2(u− [u]) ∈ R.
Entón ρ2(n) = 0, ∀n ∈ N, ρ2 é acoutada, e ρ′2(u) = ρ1(u) ∀u ∈ (n, n+ 1), n ∈ Z.
Vexamos que a función indicada é holomorfa.
A función:

s ∈ C− (−∞, 0] 7→ ρ2(u)

(s+ u)2
∈ C,

é holomorfa. Polo teorema 1.10 será su�ciente probar que a integral
∫∞

0
ρ2(u)

(s+u)2
du converxe

uniformemente sobre cada compacto K de C− (−∞, 0].
Sexa K un compacto. Entón existe M > 0 tal que |s| ≤ M para todo s ∈ K. Abonda

con probar que converxe uniformemente sobre K a integral
∫∞
M+1

ρ2(u)

(s+ u)2
du. Dado que que

a función ρ2(u) é acoutada existirá c > 0 tal que |ρ2(u)| ≤ c calquera que sexa u. Entón para
u ≥M + 1 e s ∈ K temos que:

|s+ u| ≥ |u| − |s| = u− |s| ≥ u−M > 0,
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co cal
|s+ u|2 ≥ (u−M)2,

é dicir
1

|s+ u|2
≤ 1

(u−M)2
,

e así ∣∣∣∣ ρ2(u)

(s+ u)2

∣∣∣∣ =
|ρ2(u)|
|s+ u|2

≤ c

(u−M)2
.

Pero a integral ∫ ∞
M+1

c

(u−M)2
du = c

[
−1

u−M

]∞
M+1

= c <∞,

polo que o teorema 1.9 garante que a integral
∫∞

0
ρ2(u)

(s+u)2
du converxe uniformemente sobre K.

De aquí séguese polo teorema 1.10 que a derivada da función

C− (∞, 0] −→ C, s −→
∫ ∞

0

ρ2(u)

(s+ u)2
du,

é a función

C− (∞, 0] −→ C, s −→ −2

∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du.

Probemos agora a igualdade:∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)2
du =

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du ∀ s ∈ C− (∞, 0].

Tense que ρ′2(u) = ρ1(u) ∀u /∈ N.
Sexa b > 0 real, integrando por partes obtemos:∫ b

0

ρ1(u)

s+ u
du =

[
ρ2(u)

s+ u

]b
0

+

∫ b

0

ρ2(u)

(s+ u)2
du

=
ρ2(b)

s+ b
+

∫ b

0

ρ2(u)

(s+ u)2
du.

Agora ∣∣∣∣ ρ2(b)

(s+ b)

∣∣∣∣ ≤ A

|s+ b|
−→ 0 se b −→∞,

sendo A > 0 tal que |ρ2(u)| ≤ A, calquera que sexa u.
Logo

ρ2(b)

s+ b
−→ 0 se b −→∞,

e polo tanto ∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)2
du =

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du ∀ s ∈ C− (−∞, 0].
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Fagamos aquí un inciso para recordar que un dos nosos obxectivos era probar que a
función

C− (−∞, 0] −→ C dada por s 7→
∫ ∞

0

ρ1(u)

s+ u
du,

é holomorfa, e ca anterior igualdade xa temos isto cumprido. Polo tanto a expresión (9) :

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ 1 + ln

√
2π −

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du

vista na proba da fórmula de Stirling de�ne unha función holomorfa no aberto conexo C −
(−∞, 0], que era un dos nosos obxectivos.

Lema 3.13. Para t ∈ R con t > 0, verifícase:

ĺım
t→∞

∫ ∞
0

ρ1(u)

it+ u
du = 0.

Proba. Isto é consecuencia do lema previo e tendo en conta o seguinte resultado:

Lema 3.14. Sexa δ ∈ R tal que 0 < δ < π. Existe M > 0 tal que:∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)2
du = O

(
1

|s|

)
,

para todo s ∈ C− {0} que veri�que −π + δ ≤ arg(s) ≤ π − δ.

Proba. Sexa pois δ > 0 un número real tal que 0 < δ < π e s ∈ C − {0} veri�cando
−π + δ ≤ θ ≤ π − δ, onde θ = arg(s).

Dende que ρ2(u) é acoutada será

I(s) :=

∣∣∣∣∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)2
du

∣∣∣∣ ≤ c1

∫ ∞
0

du

|s+ u|2
, (10)

sendo c1 > 0 tal que |ρ2(u)| ≤ c1, calquera que sexa u.
Vexamos que − cos δ ≤ cos θ.
Dado que −π + δ ≤ θ ≤ π − δ, será:{

cos(−π + δ) ≤ cos θ se θ ≤ 0

cos θ ≥ cos(π − δ) se θ ≥ 0

Ademais, das relacións fundamentais trigonométricas, deducimos

cos(−π + δ) = cos π cos δ + sen π sen δ = − cos δ ⇒ − cos δ ≤ cos θ,

e
cos(π − δ) = cos(−(−π + δ)) = − cos δ ⇒ − cos δ ≤ cos θ.
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En calquera caso, − cos δ ≤ cos θ.
Por outra banda, expresando s na súa forma exponencial de

s+ u = u+ |s|eiθ = u+ |s| cos θ + i|s| sen θ,

deducimos que

|s+ u|2 = |u+ |s| cos θ + i|s| sen θ|2 = (u+ |s| cos θ)2 + (|s| sen θ)2

= u2 + |s|2 cos2 θ + 2u|s| cos θ + |s|2 sen2 θ

= |s|2 + 2u|s| cos θ + u2

≥ |s|2 − 2u|s| cos δ + u2,

logo
1

|s+ u|2
≤ 1

|s|2 − 2u|s| cos δ + u2
.

Notemos que |s|2−2u|s| cos δ+u2 = |(u−|s| cos δ)+i|s| sen δ|2 > 0, pois se |(u−|s| cos δ+
i|s| sen δ)|2 = 0 será ou ben |s| = 0 (⇒ s = 0), ou ben sen δ = 0, pero s ∈ C− {0}, logo debe
ser sen δ = 0, o que é absurdo pois 0 < δ < π.

Consecuentemente, (10) pasa a

I(s) ≤ c1

∫ ∞
0

du

|s|2 − 2u|s| cos δ + u2
= c1

∫ ∞
0

du

|s|2 sen2 δ

[(
u−|s| cos δ
|s| sen δ

)2

+ 1

]
=

c1

|s| sen δ

∫ ∞
0

1
|s| sen δ(

u−|s| cos δ
|s| sen δ

)2

+ 1
du =

c1

|s| sen δ

[
arctan

(
u− |s| cos δ

|s| sen δ

)]∞
0

=
c1

|s| sen δ

(π
2
− arctan(− cot δ)

)
=

c1

|s| sen δ

(π
2
− (δ − π

2
)
)

=
c1(π − δ)

sen δ
· 1

|s|
,

onde a constante que multiplica a 1
|s| depende só de δ.

Isto proba o lema.

Finalmente observemos que para s = it con t > 0 :

0 ≤
∣∣∣∣Re ∫ ∞

0

ρ1(u)

it+ u
du

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ∞
0

ρ1(u)

it+ u
du

∣∣∣∣ = O

(
1

t

)
−→ 0,

cando t −→∞, e así a fórmula de Stirling:

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ ln

√
2π −

∫ ∞
0

ρ1(u)

s+ u
du,

queda xusti�cada.
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Corolario 3.15. Para s ∈ C− (−∞, 0] ten validez a fórmula:

Γ′(s)

Γ(s)
= ln s− 1

2s
+ 2

∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du.

Proba. É consecuencia inmediata da fórmula de Stirling e da aplicación do lema 3.12.

Corolario 3.16. Sexa δ > 0 un número real tal que 0 < δ < π e s ∈ C − {0} veri�cando
−π + δ ≤ θ ≤ π − δ, onde θ = arg(s). Entón:

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ ln

√
2π +O

(
1

|s|

)
.

Polo tanto

ĺım
|s|→∞

|Γ(s+ 1)|
|sse−s

√
2πs|

= 1,

e en particular

ĺım
n→∞

n!

nnen
√

2πn
= 1.

Proba. A fórmula

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ ln

√
2π +O

(
1

|s|

)
,

é consecuencia inmediata da fórmula de Stirling e dos lemas 3.12 e 3.14.
Probemos que:

ĺım
|s|→∞

|Γ(s+ 1)|
|sse−s

√
2πs|

= 1,

Para s ∈ C − {0,−1,−2, ... }, tendo presenta a ecuación funcional vista no teorema 3.4
resulta:

|Γ(s+ 1)|
|sse−s

√
2πs|

=
|sΓ(s)|

|sse−s
√

2πs|

=
|Γ(s)|

|sss− 1
2 e−s
√

2π|

=

∣∣eln Γ(s)
∣∣

|es ln se−
1
2

ln se−seln
√

2π|

=
∣∣∣eln Γ(s)−(s− 1

2) ln s+s−ln
√

2π
∣∣∣ .

Entón:

ĺım
|s|→∞

|Γ(s+ 1)|
|sse−s

√
2πs|

= ĺım
|s|→∞

∣∣∣eln Γ(s)−(s− 1
2) ln s+s−ln

√
2π
∣∣∣

= ĺım
|s|→∞

eRe{ln Γ(s)−(s− 1
2) ln s+s−ln

√
2π}

= e(ĺım|s|→∞ Re{ln Γ(s)−(s− 1
2) ln s+s−ln

√
2π}).
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Vexamos que

ĺım
|s|→∞

Re

{
ln Γ(s)−

(
s− 1

2

)
ln s+ s− ln

√
2π

}
= 0.

Como
0 ≤ |Res| ≤ |s|,

de

ln Γ(s)−
(
s− 1

2

)
ln s+ s− ln

√
2π = O

(
1

|s|

)
,

deducimos:

0 ≤ ĺım
|s|→∞

∣∣∣∣Re{ln Γ(s)−
(
s− 1

2

)
ln s+ s− ln

√
2π

}∣∣∣∣
≤ ĺım
|s|→∞

∣∣∣∣ln Γ(s)−
(
s− 1

2

)
ln s+ s− ln

√
2π

∣∣∣∣
≤ ĺım
|s|→∞

c

|s|
= 0,

onde c > 0 é unha constante.
Así pois:

ĺım
|s|→∞

|Γ(s+ 1)|
|sse−s

√
2πs|

= e0 = 1.

Corolario 3.17. Sexa δ > 0 un número real tal que 0 < δ < π e s ∈ C − {0} veri�cando
−π + δ ≤ θ ≤ π − δ, onde θ = arg(s). Entón:

Γ′(s)

Γ(s)
= ln s− 1

2s
+O

(
1

|s|2

)
.

Proba. Polo corolario 3.15

Γ′(s)

Γ(s)
= ln s− 1

2s
+ 2

∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du.

Bastará ver que ∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du = O

(
1

|s|2

)
.

Sexa c > 0 tal que |ρ2(u)| ≤ c, para calquera que sexa u.
O razoamento da demostración e completamente análogo ó visto no lema 3.14:
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I(s) :=

∣∣∣∣∫ ∞
0

ρ2(u)

(s+ u)3
du

∣∣∣∣ ≤ c

∫ ∞
0

du

|s+ u|3

≤ c

∫ ∞
0

du

(|s|2 − 2u|s| cos δ + u2)
√
|s|2 − 2u|s| cos δ + u2

= c

∫ ∞
0

du

[(u− |s| cos δ)2 + λ2]
√

(u− |s| cos δ)2 + λ2
,

onde λ = |s| sen δ.
Considerando cambio de variable x = u− |s| cos δ, a primitiva a calcular é:∫

dx

(x2 + λ2)
√
x2 + λ2

que, co cambio x = λ tan y ⇒ dx = λ(1 + tan2 y)dy, séguese:∫
λ(1 + tan2 y)

λ2(1 + tan2 y)
√
λ2(1 + tan2 y)

dy =

∫
1

λ2
√

1 + tan2 y
dy =

∫
cos y

λ2
dy

=
1

λ2
sen y.

Saquemos unha expresión para sen y :

x = λ tan y ⇒ x = λ
sen y

cos y
⇒ sen y =

x · cos y

λ
⇒ sen y =

x
√

1− sen2 y

λ

⇒ sen2 y =
x2(1− sen2 y)

λ2
⇒ λ2 sen2 y = x2 − x2 sen2 y

⇒ (λ2 + x2) sen2 y = x2 ⇒ sen y =
x√

λ2 + x2
.

Finalmente:

I(s) ≤ c

[
x

λ2
√
x2 + λ2

]∞
−|s| cos δ

= c

[
1

λ2
+
|s| cos δ

λ2|s|

]
=
c(1 + cos δ)

sen2 δ
· 1

|s|2
.

Con isto probamos o corolario.

Reseña matemática:Leonhard Paul Euler (1707−1783). Foi un matemático e físico suízo.
O análises matemático é testemuña dun dos grandes xenios da historia. A notación f(x), a
fórmula eπi+ 1 = 0, as funcións trigonométricas, a de�nición do número e, a irracionalidade
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de ζ(2), a unidade imaxinaria i, e un longo etcétera, son algunhas das marabillas cas que nos
podemos deleitar ó abrir algún texto matemático.

Ó longo da súa vida a súa investigación matemática veu a supoñer ó redor de 800 publica-
cións anuais. Ningún matemáticos superou xamais a produción de Euler, a quen o académico
francés François Arago apodou �O análises encarnado�. Durante case medio século despois
da súa morte continuaron aparecendo obras inéditas de Euler nas publicacións da Academia
de San Petersburgo.

Pronto adquiriu fama internacional. A súa facilidade para realizar cálculos que involucraban
cifras moi elevadas era notable. Cóntase que sabía de memoria as seis primeiras potencias
dos cen primeiros números. Os seus alumnos recorrían a el para corroborar certos cálculos
de series in�nitas quedando pasmados ca ferramenta de cálculo de seu profesor.

Neste traballo presentamos a relación establecida por Euler entre a función zeta e os nú-
meros primos. A proba que el ofreceu no seu tempo require duns mínimos coñecementos de
álxebra, penso que nin sequera iso. A pesar de ser un gran xenio non presumía dilo. A súa
persoa era respectada por personaxes da alta nobreza. De feito recibía invitacións constantes
de diversos países para traballar alí.

Durante a invasión rusa a Alemaña o exército saqueou unha granxa que era da súa propieda-
de. O acto chegou a coñecemento do xeneral e a perda foille rapidamente reposta, inclusive
foi obsequiado con 4000 �oríns pola emperatriz Isabel cando se decatou do sucedido.

A produción matemática de Euler englobaba as matemáticas como un todo común. Practica-
mente todas as fronteiras matemáticas, tanto pura como aplicada, dos niveis máis elementais
ata os máis avanzados, foron testemuña da súa pluma. A notación matemática empregada
hoxe en día pódese a�rmar que é máis debida a Euler que a ningún outro matemático ó longo
da historia.

A vista de Euler viuse en decaída a partir dos seus 30 anos. Durante un acto de guerra,
o fogo cruzado provocou chamas de lume na casa de Euler. Un compatriota, Peter Grim,
salvou a Euler do lume, estaba practicamente cego. Aínda que se perderon algúns libros, sal-
vouse a súa vida, moito máis importante, e algúns dos seus escritos máis prezados. Unha
operación devolveulle a vista, pero esa alegría duroulle ben pouco. Os últimos dezasete anos
da súa vida pasounos sen apenas visión, pero nin esa traxedia conseguiu interromper a súas
investigacións e publicacións cientí�cas.

Faleceu en 1783 a idade de 76 anos, de maneira case repentina mentres tomaba té e xo-
gaba cun dos seus netos.



Capítulo 4

A función Zeta de Riemann

4.1. De�nición e fórmula de Euler

De�nición 4.1. Para s ∈ C con Res = σ > 1, defínese a función zeta de Riemann como:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Observemos que a serie do lado dereito da anterior igualdade converxe absoluta e unifor-
memente, pois se σ ≥ σ0 > 1 e n ≥ 1, será:∣∣∣∣ 1

ns

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

nσ+it

∣∣∣∣ =
1

|nσ+it|
=

1

|nσ||eit lnn|

=
1

nσ
≤ 1

nσ0
,

e como

∞∑
n=1

1

nσ0
< 1 +

∫ ∞
1

1

uσ0
du = 1 +

1

σ0 − 1
=

σ0

σ0 − 1
<∞,

é unha serie converxente, de ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

1

ns

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

1

|nσ|
≤

∞∑
n=1

1

nσ0
,

dedúcese do criterio M-Weierstrass que a serie
∑∞

n=1

1

ns
converxe absoluta e uniformemente

no aberto conexo Ω = {s ∈ C/Res > 1} , e en consecuencia, ζ(s) representa unha función
analítica en dito semiplano.

No que segue, salvo indicación explícita, denotaremos σ = Res.

65
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Teorema 4.2 (O produto de Euler). Para σ > 1,

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

onde p recorre tódolos números primos.

Proba. Sexa S un conxunto de números primos e denotemos por

π(S) := {m ≥ 1/Os factores primos de m están en S}.

En particular, π(∅) = {1}.
Veremos que por indución sobre Card(S) que para S �nito verifícase:

∏
p∈S

(
1− 1

ps

)−1

=
∑

m∈π(S)

1

ms
(1)

Observación: Notemos que debido a converxencia absoluta da serie non é necesario preo-
cuparse da orde da multiplicación e da suma. Ademais, dado que σ > 1, resulta que |p−s| =
p−σ < 1, e polo tanto cada factor do produto in�nito do enunciado o podemos poñer como
unha progresión xeométrica da seguinte forma:

(
1− 1

ps

)−1

=
1(

1− 1

ps

) =
∞∑
k=0

1

pks
.

1) Paso base: Se S = ∅, entón, co convenio de tomar igual a 1 todo produto sobre o
conxunto baleiro, a igualdade redúcese a 1 = 1, logo é certa.

2) Hipóteses de indución: Supoñamos que a igualdade (1) se veri�ca para S, e sexa p′ un
primo tal que p′ /∈ S, e vexamos que se veri�ca para S ∪ {p′}.

En virtude do teorema fundamental da aritmética, tense que:

m1 ∈ π(S ∪ {p′})⇔ ∃!m ∈ π(S), ∃! k ≥ 0/m1 = mp′k.
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Temos pois que:∏
p∈S∪{p′}

(
1− 1

ps

)−1

=

(
1− 1

p′s

)−1∏
p∈S

(
1− 1

ps

)−1

=

(
1− 1

p′s

)−1 ∑
m∈π(S)

1

ms
, (Hipóteses de indución)

=

(
∞∑
k=0

1

p′ks

) ∑
m∈π(S)

1

ms

 , (Observación feita)

=
∑

m∈π(S)
k≥0

1

(mp′k)s

=
∑

m1∈π(S∪{p′})

1

ms
1

,

o que proba a igualdade (1).
Sexa agora x ≥ 2 un natural, e de�namos:

S(x) := {p/p ≤ x}.

É claro que se m /∈ π(S(x)), entón m > x.
Temos pois que:

ζ(s)−
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1

= ζ(s)−
∏

p∈S(x)

(
1− 1

ps

)−1

= ζ(s)−
∑

m∈π(S(x))

1

ms

=
∑

m/∈π(S(x))

1

ms
,

entón

0 ≤

∣∣∣∣∣ζ(s)−
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

m/∈π(S(x))

1

ms

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
m/∈π(S(x))

∣∣∣∣ 1

ms

∣∣∣∣ =
∑

m/∈π(S(x))

1

mσ

≤
∑
m>x

1

mσ
.
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Agora, posto que a serie
∑∞

m=1

1

mσ
é converxente, será ĺımx→∞

∑
m>x

1

mσ
= 0.

Estamos dicindo:

0 ≤

∣∣∣∣∣ζ(s)−
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1
∣∣∣∣∣ −→ 0,

cando x→∞, é dicir dado ε > 0, será

0 ≤

∣∣∣∣∣ζ(s)−
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1
∣∣∣∣∣ < ε,

co cal

ζ(s) =
∏
p≤x

(
1− 1

ps

)−1

, se σ > 1,

e de (1) e isto último obtense o resultado.

Corolario 4.3. Para σ > 1,

ζ(s) 6= 0.

Proba. Dado que σ > 1, acabamos de ver que

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

ou se se pre�re,
1

ζ(s)
=
∏
p

(
1− 1

ps

)
.

Así pois ∣∣∣∣ 1

ζ(s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∏
p

(
1− 1

ps

)∣∣∣∣∣ ≤∏
p

(
1 +

1

pσ

)

<

∞∑
n=1

1

nσ
≤ 1 +

∫ ∞
1

du

uσ

=
σ

σ − 1
.

Pero dende que σ > 1, será σ − 1 > 0 e de
∣∣∣ 1
ζ(s)

∣∣∣ < σ
σ−1

, séguese que |ζ(s)| > σ−1
σ

> 0, é

dicir, ζ(s) 6= 0.
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4.2. Prolongación analítica e ecuación funcional.

Agora estenderemos ζ(s) ó semiplano σ > 0.

Lema 4.4. Para s 6= 1, σ > 0 e N ≥ 1, se ten

ζ(s) =
N∑
n=1

1

ns
+
N1−s

s− 1
− 1

2
N−s + s

∫ ∞
N

ρ(u)

us+1
du,

onde ρ(u) =
1

2
− {u}.

Proba. Sexan M e N números naturais tales que M > N. Entón aplicando a fórmula de
sumación de Euler á función ϕ(u) = 1

us
, obtemos:

∑
N<n≤M

1

ns
=

∫ M

N

du

us
+ s

∫ M

N

ρ(u)

us+1
du+

ρ(u)

us

∣∣∣∣M
N

=
u−s+1

1− s

∣∣∣∣M
N

+ s

∫ M

N

ρ(u)

us+1
du+

1

2
M−s − 1

2
N−s

=
M1−s

1− s
− N1−s

1− s
+

1

2
M−s − 1

2
N−s + s

∫ M

N

ρ(u)

us+1
du.

Agora, pasando límites á anterior igualdade cando M −→∞ como segue:

ĺım
M→∞

(
M∑

n=N+1

1

ns

)
= ĺım

M→∞

(
M1−s

1− s
− N1−s

1− s
+

1

2
M−s − 1

2
N−s + s

∫ M

N

ρ(u)

us+1
du

)
,

resulta que para σ > 1 nos queda:

∞∑
n=N+1

1

ns
=
N1−s

s− 1
− 1

2
N−s + s

∫ ∞
N

ρ(u)

us+1
du.

Sen embargo
∞∑

n=N+1

1

ns
=
∞∑
n=1

1

ns
−

N∑
n=1

1

ns
,

e así

ζ(s) =
N∑
n=1

1

ns
+
N1−s

s− 1
− 1

2
N−s + s

∫ ∞
N

ρ(u)

us+1
du,

e a igualdade está probada para σ > 1.
Por último observemos que a función u 7→ 1

2
− {u} é acoutada, xa que é periódica de

período T = 1, e está acoutada no intervalo [0, 1], polo tanto a integral do lado dereito da
última igualdade converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano σ > 0.
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Por esta razón ζ(s) se estende de forma analítica en dito semiplano, salvo en s = 1,
onde presenta un polo simple con residuo igual a 1. As claves establecémolas no seguinte
corolario.

Corolario 4.5. ζ(s) é unha función analítica no semiplano σ > 0, salvo no punto s = 1
onde presenta un polo simple con residuo igual a 1.

Proba. Para σ > 0, e en particular tomando N = 1, o lema previo permítenos escribir:

ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
+ s

∫ ∞
1

ρ(u)

us+1
du.

Bastará ver que a integral do lado dereito converxe uniformemente.
Sexa S = {s ∈ C/σ > 0} e consideremos a función f : [1,∞) × S −→ C dada por

f(u, s) = ρ(u)
us+1 .

Para σ ≥ σ0 > 0, temos que:

|f(u, s)| =
∣∣∣∣ρ(u)

us+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
2
− {u}
us+1

∣∣∣∣ ≤ 1

2uσ+1
≤ 1

2uσ0+1
,

e como a integral ∫ ∞
1

1

uσ0+1
du = ĺım

x→∞

u−σ0

−σ0

∣∣∣∣x
1

=
1

σ0

<∞,

é converxente, por ser o integrando unha función holomorfa respecto de s, o teorema 1.9 de
converxencia uniforme de funcións holomorfas de�nidas por integrais establece que a integral∫∞

1

ρ(u)

us+1
du converxe uniformemente sobre S e así ζ(s) representa unha función analítica no

semiplano σ > 0, salvo claro está, en s = 1.

Por outra banda, dende que a función s 7→
∫∞

1

ρ(u)

us+1
du é holomorfa, en torno a s = 1

admitirá un desenrolo en serie de potencias da forma:

∞∑
n=0

an(s− 1)n,

e por de�nición de residuo como coe�ciente a−1 do desenrolo en serie de Laurent dunha
función holomorfa, é obvio que Res(ζ, 1) = 1, e evidentemente presenta en s = 1 un polo
simple, pois por exemplo

ĺım
s→1

1

s− 1
=∞,

co que concluímos.
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Exemplos: Imos ver que as series de Laurent das funcións ζ(s) e ζ′(s)
ζ(s)

en s = 1 son,
respectivamente:

ζ(s) =
1

s− 1
+ γ +

∞∑
n=1

an(s− 1)n

ζ ′(s)

ζ(s)
= − 1

s− 1
+ γ +

∞∑
n=1

bn(s− 1)n,

onde γ é a constante de Euler.

En efecto, posto que no punto s = 1 a función ζ(s) ten un polo simple de residuo igual a
1, a súa serie de Laurent nunha veciñanza de s = 1 é:

ζ(s) =
1

s− 1
+ a0 + a1(s− 1) + ···

Trátase pois de ver que a0 = γ, isto é, comprobaremos que

ĺım
s→1

(
ζ(s)− 1

s− 1

)
= γ.

Polo Lema 4.4 temos que, para Re (s) > 0 con N = 1 :

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− 1

2
+ s

∫ ∞
1

1
2
− u+ [u]

us+1
du

=
1

2
+

1

s− 1
+ s

∫ ∞
1

1
2
− u+ [u]

us+1
du;
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e daquela:

ĺım
s→1

(
ζ(s)− 1

s− 1

)
=

1

2
+

∫ ∞
1

1
2
− u+ [u]

u2
du

= 1 +

∫ ∞
1

[u]− u
u2

du = 1 + ĺım
N→∞

∫ N

1

[u]− u
u2

du

= 1 + ĺım
N→∞

N−1∑
n=1

∫ n+1

n

[u]− u
u2

du

= 1 + ĺım
N→∞

N−1∑
n=1

∫ N

1

n− u
u2

du

= 1 + ĺım
N→∞

N−1∑
n=1

(
n

∫ n+1

n

1

u2
du−

∫ n+1

n

1

u
du

)

= 1 + ĺım
N→∞

(
N−1∑
n=1

n

(
− 1

n+ 1
+

1

n

)
− lnN

)

= ĺım
N→∞

(
1 +

N−1∑
n=1

1

n+ 1
− lnN

)

= ĺım
N→∞

(
N∑
n=1

1

n
− lnN

)
= γ.

Estudemos agora a serie da función ζ′(s)
ζ(s)

. Xa sabemos que:

ζ ′(s) = − 1

(s− 1)2
+ a1 +

∞∑
n=2

nan(s− 1)n−1.

Doutra banda, a función

(s− 1)ζ(s) = 1 + γ(s− 1) +
∞∑
n=1

an(s− 1)n+1,

é unha función holomorfa nunha veciñanza de 1 e non se anula en s = 1. Daquela,
∞∑
n=0

bn(s− 1)n =
1

(s− 1)ζ(s)

é unha función holomorfa nunha veciñanza de 1.
Calculemos logo b0 e b1; temos que:

1 = (1 + γ(s− 1) + ··· )(b0 + b1(s− 1) + ··· )
= b0 + (b1 + γb0)(s− 1) + ···



4.2. PROLONGACIÓN ANALÍTICA E ECUACIÓN FUNCIONAL. 73

Así, deducimos que b0 = 1 e b1 = γ. Obtemos logo �nalmente que,

ζ ′(s)

ζ(s)
=

(s− 1)ζ ′(s)

(s− 1)ζ(s)
=

(
− 1

s− 1
+ a1(s− 1) + ···

)
(1− γ(s− 1) + ··· )

= − 1

s− 1
+ γ + ···

Antes de estender de forma analítica a función zeta de Riemann a todo o plano complexo,
introduciremos a función theta-series, así como as súas propiedades máis relevantes.

De�nición 4.6. Para s ∈ C con σ > 0 e α ∈ C arbitrario, defínese a función theta-series
como:

θ(s, α) =
∞∑

n=−∞

e−πs(n+α)2 .

Vexamos que para cada s ∈ R con s > 0, a función θ(s,−) é enteira.
Sexa R > 0 un número real e α ∈ C de xeito que |α| ≤ R. Entón, para cada n ∈ Z

veri�cando |n| ≥ 3R e |n| ≥ 3
πs
, temos que:

|Reα| ≤ |α| ≤ R ≤ |n|
3

e |Imα| ≤ |α| ≤ R ≤ |n|
3
,

de onde

(n+ Reα)2 = |n+ Reα|2 ≥ (|n| − |Reα|)2 ≥
(
|n| − |n|

3

)2

=
4n2

9
,

e

(Imα)2 = |Imα|2 ≤ n2

9
,

co cal

(n+ Reα)2 − (Imα)2 ≥ n2

3
.

Así pois ∣∣∣e−πs(n+α)2
∣∣∣ = e−πRe[s(n+α)2] = e−πs[(n+Reα)2−(Imα)2]

≤ e−
πsn2

3 ≤ e−|n| se |n| ≥ 3R, |n| ≥ 3

πs
.

É dicir, se |α| ≤ R, entón, salvo un número �nito de termos, a serie
∑∞

n=−∞

∣∣∣e−πs(n+α)2
∣∣∣ ,

está limitada superiormente pola serie
∑∞

n=−∞ e
−|n|, que é converxente, e de aquí deducimos

que para cada s ∈ R con s > 0 �xo, a serie
∑∞

n=−∞ e
−πs(n+α)2 converxe uniformemente sobre

cada compacto de C, e consecuentemente θ(s,−) é unha función holomorfa.
Notemos ademais que θ(s, α) = θ(s, α + 1).
Vexamos agora que para α ∈ R �xo, a función θ(−, α) tamén é holomorfa no semiplano

σ > 0.



74 CAPÍTULO 4. A FUNCIÓN ZETA DE RIEMANN

Sexa a ∈ R �xo tal que a > 0 e sexa s ∈ C con σ > a. Temos pois que:∣∣∣e−πs(n+α)2
∣∣∣ = e−π(n+α)2Res.

Elixamos n de xeito que |n| ≥ |α|+ 1
πa
. Entón a ≥ 1

π|n+α| , e ademais:

e−π(n+α)2Res ≤ e−|n+α| ≤ e−|n|+|α|

= e|α|e−|n|,

e polo tanto ∣∣∣e−πs(n+α)2
∣∣∣ ≤ e|α|e−|n|.

Así pois, salvo par un número �nito de termos, para σ > a a serie
∑∞

n=−∞

∣∣∣e−πs(n+α)2
∣∣∣ , está

limitada superiormente pola serie
∑∞

n=−∞ e
|α|e−|n|, que é converxente. Consecuentemente, a

serie
∑∞

n=−∞ e
−πs(n+α)2 converxe uniformemente en cada compacto do semiplanos σ > 0, e

polo tanto, θ(−, α) de�ne unha función holomorfa en dito semiplano.

Lema 4.7. Para s ∈ C con σ > 0 e α ∈ C temos a seguinte identidade:

θ

(
1

s
, α

)
=
√
s
∞∑

n=−∞

e−πn
2s+2πinα =

√
se−

πα2

s θ

(
s,−iα

s

)
.

Proba. Por unha banda,

√
s
∞∑

n=−∞

e−πn
2s+2πinα =

√
s
∞∑

n=−∞

e−πs(n
2−2inα 1

s) =
√
s
∞∑

n=−∞

e
−πs

[
(n− iαs )

2
+α2

s2

]

=
√
se−

πα2

s

∞∑
n=−∞

e−πs(n−
iα
s )

2

=
√
se−

πα2

s θ

(
s,−iα

s

)
,

co que probamos a segunda a igualdade.
Dado que θ(s,−) é unha función enteira para cada s > 0, do principio de identidade para

funcións analíticas dedúcese, que para probar a primeira igualdade, será su�ciente facelo para
α ∈ R.

A función θ(s,−) : R −→ R é diferenciable C∞ e periódica de período T = 1. Polo tanto
a serie Fourier de θ(s,−) converxe absoluta e uniformemente en R a θ(s,−) :

θ(s, α) =
∞∑

n=−∞

cne
2πinα, ∀α ∈ R, (2)

onde

cn =

∫ 1

0

θ(s, u)e−2πinudu.



4.2. PROLONGACIÓN ANALÍTICA E ECUACIÓN FUNCIONAL. 75

Temos que:

cn =

∫ 1

0

∞∑
n=−∞

e−πs(m+u)2e−2πinudu

=
∞∑

n=−∞

∫ 1

0

e−πs(m+u)2e−2πinudu

=
∞∑

n=−∞

∫ m+1

m

e−πsr
2−2πin(r−m)dr, (r = m+ u)

=

∫ ∞
−∞

e−πsr
2−2πinrdr

=

∫ ∞
−∞

e
−
[
(
√
πsr+
√

π
s
in)

2
+πn2

s

]
dr

= e−
πn2

s

∫ ∞
−∞

e−(
√
πsr+
√

π
s
in)

2

dr

= e−
πn2

s

∫ ∞
−∞

e−(
√
πsr)2dr,

(
pois

∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =

∫ ∞
−∞

e−(x+ib)2dx, para cada b ∈ R
)

=
1√
πs
e−

πn2

s

∫ ∞
−∞

e−v
2

dv, (v =
√
πsr)

=
1√
s
e−

πn2

s ,

(
pois

∫ ∞
−∞

e−v
2

dv =
√
π polo corolario 3.10

)
.

A raíz do anterior, (2) pasa a

θ(s, α) =
∞∑

n=−∞

cne
2πinα =

1√
s

∞∑
n=−∞

e−
πn2

s + 2πinα,

co cal

θ

(
1

s
, α

)
=
√
s

∞∑
n=−∞

e−πn
2s+2πinα,

o que proba a primeira igualdade.

Corolario 4.8. Para x > 0

θ

(
1

x
, 0

)
=
√
xθ(x, 0).

Proba. É inmediato tomando α = 0 e s = x ∈ R no anterior lema,

θ

(
1

x
, 0

)
=
√
x

∞∑
n=−∞

e−πn
2x =

√
xθ(x, 0).
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Ata o de agora coñecemos expresións analíticas para a función zeta no semiplano Res =
σ > 0. O seguinte teorema estable as claves para estender dita función ó plano complexo de
forma analítica.

Teorema 4.9 (Ecuación funcional da función zeta de Riemann). Para s 6= 0, 1, verifícase:

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s).

Proba. Para σ > 0 e n un natural, a fórmula integral da función gamma de Euler nos permite
escribir:

Γ
(s

2

)
=

∫ ∞
0

e−uu
s
2
−1du,

que sen máis que considerar o cambio de variable u = πn2y, obtemos

Γ
(s

2

)
=

∫ ∞
0

e−πn
2yπ

s
2nsy

s
2
−1dy,

é dicir

π−
s
2 Γ
(s

2

)
n−s =

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy, n = 1, 2, ... .

Consecuentemente, para σ > 1, facendo a suma para n = 1, 2, ... , a anterior igualdade
convértese en:

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) =

∞∑
n=1

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy (3)

Agora, para y > 0 temos que:

∑
n>N

e−πn
2y =

∑
n>N

∫ n

n−1

e−πn
2ydu ≤

∑
n>N

∫ n

n−1

e−πu
2ydu

=

∫ ∞
N

e−πu
2ydu =

1

2
√
πy

∫ ∞
πN2y

e−vv−
1
2dv,

e esta expresión podémola acoutar de dúas formas:

i)

1

2
√
πy

∫ ∞
πN2y

e−vv−
1
2dv ≤ 1

2
√
πy

∫ ∞
0

e−vv−
1
2dv =

1

2
√
πy

Γ

(
1

2

)
=

1

2
√
y

= O

(
1
√
y

)
, (0 < y < 1)
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ii)

1

2
√
πy

∫ ∞
πN2y

e−vv−
1
2dv ≤ 1

2
√
πy
· 1√

πN2y

∫ ∞
πN2y

e−vdv

= − 1

2πNy
ĺım
w→∞

e−v
∣∣∣∣w
πN2y

=
e−πN

2y

2πNy
= O

(
e−πN

2y
)
, (y ≥ 1)

É dicir, para y > 0 ∑
n>N

e−πn
2y = mín

{
O

(
1
√
y

)
, O
(
e−πN

2y
)}

.

Tendo presente estas cotas imos xusti�car o paso da suma baixo a integral:

∞∑
n=1

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy =

∫ ∞
0

ω(y)y
s
2
−1dy.

En efecto:

∞∑
n=1

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy = ĺım

N→∞

N∑
n=1

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy

= ĺım
N→∞

∫ ∞
0

(
N∑
n=1

e−πn
2y

)
y
s
2
−1dy

=

∫ ∞
0

ω(y)y
s
2
−1dy − ĺım

N→∞

∫ ∞
0

(∑
n>N

e−πn
2y

)
y
s
2
−1dy.

Bastará ver que

ĺım
N→∞

∫ ∞
0

(∑
n>N

e−πn
2y

)
y
s
2
−1dy = 0.

Pois ben:∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

(∑
n>N

e−πn
2y

)
y
s
2
−1dy

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

(∑
n>N

e−πn
2y

)∣∣y s2−1
∣∣ dy =

∫ ∞
0

(∑
n>N

e−πn
2y

)
y
σ
2
−1dy

≤
∫ 1

N

0

1

2
√
y
y
σ
2
−1dy +

∫ ∞
1
N

e−πN
2y

2πNy
y
σ
2
−1dy

=
1

σ − 1

(
1

N

)σ−1
2

+
1

2
π−

σ
2N−σ+1

∫ ∞
πN

e−vv
σ
2
−2dv

≤ 1

σ − 1

(
1

N

)σ−1
2

+
1

2
π−

σ
2N−σ+1

∫ ∞
1

e−vv
σ
2 dv.
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A última integral é converxente, (é un caso particular da función gamma), polo tanto
pasando límites cando N −→∞, resulta:

ĺım
N→∞

∫ ∞
0

(∑
n>N

e−πn
2y

)
y
s
2
−1dy = 0,

e así o paso baixo a integral queda xusti�cado.
Recordemos ademais que para y > 0 no corolario previo 4.8 vimos que:

θ

(
1

y
, 0

)
=
√
yθ(y, 0),

ou equivalentemente

θ(y) =
1
√
y
θ

(
1

y

)
.

Denotando por ω(y) =
∑∞

n=1 e
−πn2y, é claro que θ(y) = 2ω(y) + 1, e polo tanto

2ω(y) + 1 =
1
√
y

[
2ω

(
1

y

)
+ 1

]
⇒ ω

(
1

y

)
= −1

2
+

1

2
y

1
2 + y

1
2ω(y) (4)

Con isto, o lado dereito de (3) convértese en:

∞∑
n=1

∫ ∞
0

e−πn
2yy

s
2
−1dy =

∫ ∞
0

∞∑
n=1

e−πn
2yy

s
2
−1dy =

∫ ∞
0

ω(y)y
s
2
−1dy

=

∫ 1

0

ω(y)y
s
2
−1dy +

∫ ∞
1

ω(y)y
s
2
−1dy (5)

Para a primeira das integrais da última igualdade en (5) imos considerar o cambio de
variable y = 1

x
, e tendo en conta (4), nos queda:∫ 1

0

ω(y)y
s
2
−1dy +

∫ ∞
1

ω(y)y
s
2
−1dy =

∫ 1

∞
ω

(
1

x

)(
1

x

) s
2
−1(
− 1

x2

)
dx+

∫ ∞
1

ω(x)x
s
2
−1dx

=

∫ ∞
1

x−
s
2
−1ω

(
1

x

)
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ω(x)dx

=

∫ ∞
1

x−
s
2
−1

(
−1

2
+

1

2
x

1
2 + x

1
2ω(x)

)
dx+

∫ ∞
1

x
s
2
−1ω(x)dx, (por (4))

...

= −1

s
+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx.

É dicir, (3) realmente é:

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = −1

s
+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx (6)
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Para s 6= 0, 1, os dous primeiros sumandos do lado dereito da anterior igualdade re-
presentan funcións holomorfas. Finalmente, veremos que a integral converxe uniformemen-
te sobre cada compacto K ⊂ C, noutras palabras, que a función C −→ C dada por

s 7→
∫∞

1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx, é enteira.

Consideremos a aplicación de�nida por:

f : [1,∞)× C −→ C, f(x, s) = ω(x)
(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
.

Temos que para cada s ∈ C a función f(x, s) é enteira para todo x ∈ [1,∞).
Sexa K ⊂ C un compacto. Entón existirán números reais a, b tales que b ≤ σ ≤ a para

calquera que sexa s ∈ K. Así para s ∈ K e x ≥ 1, temos que:∣∣∣x− 1+s
2 + x

s
2
−1
∣∣∣ =

∣∣∣x 1
2

(1−s)−1 + x
s
2
−1
∣∣∣ ≤ x

1
2

(1−b)−1 + x
a
2
−1,

e tamén,

ω(x) =
∞∑
n=1

e−πn
2x =

∞∑
n=1

(
e−πnx

)n ≤ ∞∑
n=1

(
e−πx

)n
=

e−πx

1− e−πx
≤ e−πx

1− e−π
.

É dicir, |f(x, s)| ≤ φ(x), sendo

φ : [1,∞) −→ R, φ(x) =
(
x

1
2

(1−b)−1 + x
a
2
−1
) e−πx

1− e−π
.

Falta ver que a integral
∫∞

1
φ(x)dx é converxente, e para elo será su�ciente ver que∫∞

1
xce−xdx <∞ calquera que sexa c ∈ R.
Se c ≤ 0, temos que: ∫ ∞

1

xce−xdx ≤
∫ ∞

1

e−xdx =
1

e
<∞.

Consideremos pois c > 0. Neste caso:∫ ∞
1

xce−xdx ≤
∫ ∞

0

xce−xdx =

∫ ∞
0

xc+1−1e−xdx = Γ(c+ 1),

e xa vimos no teorema 3.9 da función gamma de Euler que a integral converxe uniformemente.
Consecuentemente, en (6) o lado dereito representa unha función analítica para s 6= 0, 1.
Por último notemos que a devandita igualdade

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),
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se corresponde con facer no lado dereito en (6) o intercambio s↔ 1− s, o que é posible por
prolongación analítica. Isto é,

−1

s
+

1

s− 1
=

1

s(s− 1)
=

1

(1− s)(1− s− 1)
=

1

s2 − s
=

1

s(s− 1)
,

x−
1+s
2 = x−

1+(1−s)
2 = x

s
2
−1,

x
s
2
−1 = x

1−s
2
−1 = x−

1+s
2 ,

de onde obtemos a xusti�cación para lograr a ecuación funcional da función zeta de Riemann.

Nota: A ecuación funcional da función zeta:

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),

pode ser escrita en diferentes modos, por exemplo:

ζ(1− s) = 21−sπ−s cos
1

2
πsΓ(s)ζ(s),

a razón atópase na función gamma de Euler, nas súas propiedades. Pode consultarse [8] da
bibliografía, por exemplo.

Corolario 4.10. A función

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s),

é enteira, e ademais
ξ(s) = ξ(1− s).

Proba. Da ecuación funcional

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = −1

s
+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx,

logo

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s)

=
1

2
s(s− 1)

(
−1

s
+

1

s− 1
+

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx

)
=

1

2
+

1

2
s(s− 1)

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx,
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e dado que a integral converxe uniformemente, ξ(s) resulta ser enteira porque é suma de
funcións enteiras.

Por outra banda, tendo presente a ecuación funcional de zeta

ξ(1− s) =
1

2
(1− s)(−s)π−

(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s)

=
1

2
(s2 − s)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s)

=
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s)

= ξ(s).

Observemos que esta igualdade pon de manifesto que si s é un cero de ξ(s) entón 1 − s
tamén o é.

4.3. Ceros triviais e non triviais.

A partir da ecuación funcional

π−
s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = π−

(1−s)
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),

é doado deducir que ζ(−2n) = 0 para n = 1, 2, ... , pois

ζ(s) = π
(2s−1)

2
1

Γ
(
s
2

)Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s), (7)

pero como
1

Γ
(
s
2

)
Γ
(
− s

2

) =
sen π

2
s

π
,

será
1

Γ
(
s
2

) =
sen π

2
s

π
Γ
(
−s

2

)
,

e (7) en realidade é

ζ(s) = π
(2s−3)

2 sen
π

2
sΓ
(
−s

2

)
Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),

e como xa dixemos ζ(−2n) = 0 para n = 1, 2, ... .
Estes ceros denomínanse triviais, e son os únicos tales que Res = σ < 0.
Para s = 0, ζ(s) 6= 0, pois como sabemos ζ(s) presenta un polo simple en s = 1, co

cal ζ(1 − s) o presentará en s = 0, e dado que a función Γ(s) presenta polos simples en
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s = 0,−1,−2, ... ,−n, ... , será 1

Γ( s2)
ζ(1 − s) 6= 0, ó cancelarse mutuamente o polo simple da

función ζ(1− s) co cero simple da función Γ−1
(
s
2

)
.

Aparte dos ceros triviais, a función zeta presenta in�nitos ceros no que se coñece como
banda crítica, (0 ≤ Res ≤ 1), e estes reciben o nome de ceros non triviais.

A continuación tratamos de describir algunhas das características de ditos ceros.

Teorema 4.11. A función ξ(s) é enteira de orde un que ten in�nitos ceros ρn na banda
crítica. A serie Σ|ρn|−1 diverxe, mentres que a serie Σ|ρn|−1−ε converxe para calquera ε > 0.
Os ceros de ξ(s) son precisamente os ceros non triviais de ζ(s).

Proba. Vexamos que a orde de ξ(s) é un.
Da ecuación funcional da función gamma vista no teorema 3.4 deducimos que

Γ
(s

2
+ 1
)

=
s

2
Γ
(s

2

)
⇒ Γ

(s
2

)
=

2

s
Γ
(s

2
+ 1
)
,

e do corolario 4.10 séguese que:

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s)

= (s− 1)π−
s
2 Γ
(s

2
+ 1
)
ζ(s).

Veremos primeiramente que a orde de ξ(s) é menor igual que un, é dicir que

|ξ(s)| < e|s|
1+ε∀ |s| > 0, (8)

para calquera ε > 0, pois deste modo a orde será ≤ 1 + ε, e como isto é para todo ε > 0, a
orde será ≤ 1.

Sexa pois ε > 0, e sexa s ∈ C tal que σ ≥ 1
2
e vexamos que (8) se cumpre en estas

condicións.
Dado que σ ≥ 1

2
> 0 tomando N = 1 a expresión de ζ(s) vista no corolario 4.5 transfór-

mase en

ζ(s) =
1

s− 1
+

1

2
+ s

∫ ∞
1

ρ(u)

us+1
du =

s

s− 1
+ s

∫ ∞
1

[u]− u
us+1

du.

Así,

|ζ(s)| ≤ |s|
|s− 1|

+ |s|
∫ ∞

1

| [u]− u|
uσ+1

du ≤ |s|
|s− 1|

+ |s|
∫ ∞

1

du

u
3
2

≤ |s|+ |s|
∫ ∞

1

du

u
3
2

= |s|+ 2|s| = 3|s| ≤ 3e|s|, se |s| ≥ 2. (9)
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Acoutemos agora |Γ(s)| para σ ≥ 1
2
. Da fórmula integral da función gamma vista no teorema

3.9, para σ > 0 temos que:

|Γ(s)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

e−uus−1du

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

|e−uus−1|du =

∫ ∞
0

e−uuσ−1du

=

∫ 1

0

e−uuσ−1du+

∫ ∞
1

e−uuσ−1du ≤
∫ 1

0

e−uu−
1
2du+

∫ ∞
1

e−uu[σ]du

=
2

e
+ 2

∫ 1

0

e−uu
1
2du+

∫ ∞
1

e−uu[σ]du ≤ 2

e
+ 2

∫ 1

0

e−udu+

∫ ∞
1

e−uu[σ]du

=
2

e
+ 2

(
1− 1

e

)
+

∫ ∞
1

e−uu[σ]du = 2 +

∫ ∞
1

e−uu[σ]du

≤ 2 +

∫ ∞
0

e−uu[σ]+1−1du = 2 + Γ([σ] + 1) = 2 + [σ]!

≤ 2 + [σ][σ] ≤ 2 + [|s|][|s|] ≤ 2 + |s||s| = 2 + e|s| ln |s|

≤ 2 + e|s||s|
ε
2 ,

(
pois ĺım

|s|→∞

ln |s|
|s| ε2

= 0

)
.

É dicir, se |s| > 0 e σ ≥ 1

2
, será

|Γ(s)| ≤ 2 + e|s||s|
ε
2 ≤ 2e|s|

1+ ε2 ,

e entón de

Re
(s

2
+ 1
)

=
σ

2
+ 1 ≥ 1

4
+ 1,

e ∣∣∣s
2

+ 1
∣∣∣ ≥ ∣∣∣s

2

∣∣∣− 1 =
|s|
2
− 1 > 0,

deducimos que ∣∣∣Γ(s
2

+ 1
)∣∣∣ ≤ 2e|

s
2

+1|1+
ε
2

,

e polo tanto ∣∣∣Γ(s
2

+ 1
)∣∣∣ ≤ 2e(|

s
2 |+1)

1+ ε2 ≤ 2e(2| s2 |)
1+ ε2

= 2e|s|
1+ ε2 . (10)

Por outra banda:
|π−

s
2 | = π−

σ
2 = e−

1
2
σ lnπ ≤ e|s|, (11)

e
|s− 1| ≤ |s|+ 1 ≤ 2|s| ≤ 2e|s| (12)
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Por conseguinte, tendo presente (9), (10), (11), e (12), para σ ≥ 1
2
e |s| > 0, resulta que:

|ξ(s)| = |s− 1||π−
s
2 |
∣∣∣Γ(s

2
+ 1
)∣∣∣ |ζ(s)| ≤ 2e|s|e|s|2e|s|

1+ ε2 3e|s|

= 12e3|s|e|s|
1+ ε2 ≤ e4|s|e|s|

1+ ε2 ≤ e|s||s|
ε
2 e|s|

1+ ε2 = e2|s|1+
ε
2

< e|s|
ε
2 |s|1+

ε
2 = e|s|

1+ε

.

Con isto temos probado a desigualdade (8) para σ ≥ 1
2
.

Vexamos que para σ ≤ 1
2
tamén se veri�ca.

Resulta que |ξ(s)| = |ξ(1− s)|. Ademais

σ ≤ 1

2
⇒ Re(1− s) = 1− σ ≥ 1− 1

2
=

1

2
,

e
|s| > 0⇒ 0 < |s| − 1 ≤ |s− 1| = |1− s|.

Dado ε > 0 podemos considerar ε
2
. Entón se σ ≤ 1

2
e |s| > 0 do xa probado, resulta:

|ξ(s)| = |ξ(1− s)| < e|1−s|
1+ ε2 ≤ e(1+|s|)1+

ε
2 ≤ e(2|s|)1+

ε
2

= e21+
ε
2 |s|1+

ε
2 ≤ e|s|

ε
2 |s|1+

ε
2 = e|s|

1+ε

.

Así pois a orde de ξ(s) é menor igual que 1 como queríamos ver.
Para rematar veremos que non pode ser menor que 1.
Temos para s ∈ R con s > 1, que

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
> 1 e Γ

(s
2

)
=

∫ ∞
0

e−uu
s
2
−1du > 0,

co cal

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) > 0,

e polo tanto ten sentido aplicar logaritmos á expresión anterior para obter:

ln ξ(s) = ln
1

2
+ ln s+ ln(s− 1)− s

2
ln π + ln Γ

(s
2

)
+ ln ζ(s),

e así

ln ξ(s)
1
2
s ln s

−
ln Γ

(
s
2

)
1
2
s ln s

=
ln

1

2
1
2
s ln s

+
ln s

1
2
s ln s

+
ln(s− 1)

1
2
s ln s

−
s
2

lnπ
1
2
s ln s

+
ln ζ(s)
1
2
s ln s

.

Tomando agora límites na anterior igualdade, resulta:

ĺım
s→∞

∣∣∣∣∣ ln ξ(s)1
2
s ln s

−
ln Γ

(
s
2

)
1
2
s ln s

∣∣∣∣∣ ≤ ĺım
s→∞

| ln ζ(s)|
1
2
s ln s

= ĺım
s→∞

ln ζ(s)
1
2
s ln s

,
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pero para s ≥ 2 xa vimos en (9) que ζ(s) = |ζ(s)| ≤ 3|s| = 3s, co cal

ĺım
s→∞

∣∣∣∣∣ ln ξ(s)1
2
s ln s

−
ln Γ

(
s
2

)
1
2
s ln s

∣∣∣∣∣ = 0 (13)

Por outra banda, para s > 0, a fórmula de Stirling vista no teorema 3.11 permítenos
escribir:

ln Γ(s) =

(
s− 1

2

)
ln s− s+ ln

√
2π +O

(
1

s

)
.

Entón, para s > 1, resulta:∣∣∣∣∣ ln Γ
(
s
2

)
1
2
s ln s

−
(
s
2
− 1

2

)
ln s

2
1
2
s ln s

+
s
2

1
2
s ln s

− ln
√

2π
1
2
s ln s

∣∣∣∣∣ ≤ 2c
s

1
2
s ln s

−→ 0,

cando s −→∞, onde c > 0 é unha constante.
Séguese que

ĺım
s→∞

ln Γ
(
s
2

)
1
2
s ln s

= ĺım
s→∞


(
s
2
− 1

2

)
(ln s− ln 2)

1
2
s ln s

−
s
2

1
2
s ln s

+
ln
√

2π
1
2
s ln s

+

O

(
2

s

)
1
2
s ln s

 = 1,

e disto e (13) deducimos que

ĺım
s→∞

ln ξ(s)
1
2
s ln s

= 1.

En �n, se a orde de ξ(s) fose α < 1, entón existiría un µ > 0 tal que α < µ < 1 e

ξ(s) = |ξ(s)| < es
µ

, ∀ s > 0.

Daquela

1 = ĺım
s→∞

ln ξ(s)
1
2
s ln s

≤ ĺım
s→∞

sµ

1
2
s ln s

= ĺım
s→∞

2

s1−µ ln s
= 0, (pois 1− µ > 0)

o que é absurdo, polo tanto a orde de ξ(s) debe ser α = 1.
Sexa ρn a sucesión formada por tódolos ceros de ξ(s) con

0 < |ρ1| ≤ |ρ2| ≤ ··· ≤ |ρn| ≤ ··· .

Dado que ξ(s) é unha función enteira de orde 1, do teorema factorización de Hadamard
séguese que ξ(s) admite unha expresión da forma:

ξ(s) = eg(s)
∞∏
n=1

(
1− s

ρn

)
e
s
ρn ,
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onde g(s) é un polinomio de grado ≤ 1. (Nótese que ρn 6= 0 pois ξ(0) = 1
2
)

Tomemos g(s) = a+ bs, con a, b ∈ C.
Pola contra supoñamos que a serie Σ|ρn|−1 é converxente. Entón teríamos que:

ξ(s) ≤ |ea||ebs|
∞∏
n=1

(
1 +

|s|
|ρn|

)
e
|s|
|ρn| ≤ |ea|e|b||s|

∞∏
n=1

e
2|s|
|ρn|

= |ea|e|b||s|e2|s|
∑∞
n=1

1
|ρn| = cec1|s|,

onde c, c1 son números reais positivos.
Pero isto está en contradición ca igualdade obtida con anterioridade

ĺım
s→∞
s∈R

ln ξ(s)
s

2
ln s

= 1.

Logo Σ|ρn|−1 diverxe, e consecuentemente ξ(s) ten in�nitos ceros ρn.
Xa probamos que a serie Σ|ρn|−1−ε converxe para calquera ε > 0 nos resultados previos

á proba do teorema de Hadamard, concretamente no corolario 2.15.
Vexamos que estes ceros están na banda crítica, 0 ≤ σ ≤ 1.
Para elo consideremos a expresión xa coñecida:

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = (s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2
+ 1
)
ζ(s).

Agora de

ξ(s) =
1

2
+

1

2
s(s− 1)

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx,

séguese que 1
2

= ξ(0) = ξ(1), logo 1
2

= −Γ(1)ζ(0), é dicir, ζ(0) 6= 0 6= ζ(1).
A función Γ(s) ten polos simples en n = 0,−1,−2, ... ,−n, ... , logo a función Γ

(
s
2

)
tenos

en 0 e s = −2n con n = 1, 2, ... . Por outra parte, como os únicos ceros simples de ζ(s) con
σ < 0 teñen lugar precisamente para s = −2n, con n = 1, 2, ... , estes cancélanse mutuamente
cos anteriormente mencionados.

Será pois ξ(s) 6= 0 para σ < 0, e como ξ(s) = ξ(1− s) tamén ξ(s) 6= 0 para σ > 1.
Logo os ceros de ξ(s) deben estar na banda crítica.
Así mesmo, na devandita rexión 0 ≤ σ ≤ 1, a función s(s − 1)Γ

(
s
2

)
ten soamente un

cero en s = 1, e como sabemos, ζ(s) ten un polo simple en s = 1, logo estes cancélanse
mutuamente tamén.

En consecuencia, os ceros de ζ(s) na banda crítica son precisamente os ceros ρn de ξ(s).

Corolario 4.12. Existen A, B ∈ C tales que

ξ(s) = eA+Bs

∞∏
n=1

(
1− s

ρn

)
e
s
ρn , ∀ s ∈ C



4.3. CEROS TRIVIAIS E NON TRIVIAIS. 87

Proba. É consecuencia inmediata do teorema de Hadamard, pois dende que ξ(s) e enteira de
orde un, admite unha expresión da forma

ξ(s) = eg(s)
∞∏
n=1

(
1− s

ρn

)
e
s
ρn ,

onde g(s) é un polinomio de grado menor ou igual que un, e ρn son os ceros de ξ(s).

Corolario 4.13. Os ceros non triviais da función ζ(s) distribúense simetricamente con res-
pecto das rectas Res = σ = 1

2
e Ims = t = 0, e ningún deles é real.

Proba. Das propiedades elementais de suma e produto de conxugados de complexos, da
expresión

ξ(s) =
1

2
+

1

2
s(s− 1)

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx,

onde ω(x) =
∑∞

n=1 e
−πn2x, é doado ver que

ξ(s) = ξ(s).

Logo se ρ é un cero non trivial da función ζ(s), ρ tamén debe selo, é dicir, distribúense
simetricamente respecto da recta Ims = 0.

Por outra banda, se ρ é un cero de ξ(s), dado que ξ(s) = ξ(1− s), 1− ρ tamén debe selo,
é dicir, os ceros de ξ(s) distribúense simetricamente respecto da recta σ = 1

2
.

Vexamos �nalmente que ningún dos ceros ρn é real.
Xa que 1

2
= ξ(0) = ξ(1), será ρn 6= 0, 1 calquera que sexa n. Bastará ver que ξ(s) > 0

para todo s ∈ R tal que 0 < s < 1.
No teorema 4.9 da ecuación funcional da función zeta de Riemann xa vimos que

x−
1+s
2 + x

s
2
−1 ≤ 2x−

1
2 , ω(x) ≤ e−πx

1− e−π
,

onde debemos entender que está particularizado para o caso que nos ocupa.
Temos pois que:

c(s) : =

∫ ∞
1

(
x−

1+s
2 + x

s
2
−1
)
ω(x)dx ≤ 2

1− e−π

∫ ∞
1

e−πxx−
1
2dx

≤ 2

1− e−π

∫ ∞
1

e−πx =
2

1− e−π

[
−e−πx

π

]∞
1

=
2

1− e−π
· e
−π

π

=
2

π(eπ − 1)
≤ 2

π(23 − 1)
=

2

7π
< 1.

E así 0 ≤ c(s) < 1, e como 0 < s < 1, será

0 ≤ sc(s) < 1,
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ou se se pre�re

0 ≤ 1

2
sc(s) <

1

2
,

pero s− 1 < 0, logo

0 ≥ 1

2
s(s− 1)c(s) >

1

2
(s− 1),

e tendo en conta que s− 1 > −1 resulta que

0 ≥ 1

2
s(s− 1)c(s) > −1

2
.

Concluímos entón que:

ξ(s) =
1

2
+

1

2
s(s− 1)c(s) >

1

2
− 1

2
= 0.

En 1859 Riemann conxecturou por primeira vez que se ζ(σ+ it) = 0 con 0 ≤ σ ≤ 1, entón
σ = 1

2
. Esta é a coñecida Hipóteses de Riemann, aínda por refutar ou contradicir.

A recta σ = 1
2
denomínase recta crítica.

A continuación estableceremos unha relación entre a derivada logarítmica de ζ(s) e os
seus ceros. Esta relación será fundamental no que resta de traballo.

Teorema 4.14. Existe un número complexo B0 tal que

ζ ′(s)

ζ(s)
= B0 −

1

s− 1
+
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
+
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
,

onde ρn son os ceros non triviais de ζ(s).

Proba. As igualdades

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2

)
ζ(s) = (s− 1)π−

s
2 Γ
(s

2
+ 1
)
ζ(s),

e

ξ(s) = eA+Bs

∞∏
n=1

(
1− s

ρn

)
e
s
ρn ,

dan lugar a

ζ(s) =
1

s− 1
π
s
2 Γ−1

(s
2

+ 1
)
eA+Bs

∞∏
n=1

(
1− s

ρn

)
e
s
ρn ,

e calculando a derivada logarítmica en ambos membros obtemos:

ζ ′(s)

ζ(s)
= − 1

s− 1
+

1

2
ln π − 1

2

Γ′
(
s
2

+ 1
)

Γ
(
s
2

+ 1
) +B +

∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
(14)
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Por outra banda,
1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n ,

e entón
1

Γ
(
s
2

+ 1
) =

1
s
2
Γ
(
s
2

) = e
s
2
γ

∞∏
n=1

(
1 +

s

2n

)
e−

s
2n ,

que de novo o cálculo da derivada logarítmica produce:

−1

2

Γ′
(
s
2

+ 1
)

Γ
(
s
2

+ 1
) =

γ

2
+
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
. (15)

Finalmente substituíndo (15) en (14) obtemos:

ζ ′(s)

ζ(s)
= − 1

s− 1
+

1

2
ln π +

γ

2
+
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
+B +

∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
.

Basta tomar B0 =
1

2
ln π +

γ

2
+B.

Exemplo: Vexamos que ζ′(0)
ζ(0)

= ln 2π.
Para s 6= 0, 1 consideremos a ecuación funcional:

ζ(1− s) = 21−sπ−sΓ(s)ζ(s) cos
1

2
πs.

Calculando a derivada logarítmica en ambos membros, obtemos:

−ζ
′(1− s)
ζ(1− s)

= − ln 2π +
Γ′(s)

Γ(s)
+
ζ ′(s)

ζ(s)
− 1

2
π tan

1

2
πs.

Temos que:

−ζ
′(0)

ζ(0)
= ĺım

s→1

(
−ζ
′(1− s)
ζ(1− s)

)
= − ln 2π +

Γ′(1)

Γ(1)
+ ĺım

s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
− 1

2
π tan

1

2
π

)
.

Vexamos que Γ′(1)
Γ(1)

= −γ.
Da de�nición da función gamma de Euler:

1

Γ(s)
= seγs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−

s
n ,

e calculando a derivada logarítmica a ambos membros, obtemos:

−Γ′(s)

Γ(s)
=

1

s
+ γ +

∞∑
n=1

(
1

s+ n
− 1

n

)
,
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logo

Γ′(1)

Γ(1)
= −1− γ −

∞∑
n=1

(
1

1 + n
− 1

n

)
= −1− γ −

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

1 + n

)
= −1− γ + 1 = −γ.

Resta ver que

ĺım
s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
− 1

2
π tan

1

2
π

)
= γ.

Estudemos a función 1
2
π tan 1

2
π nunha veciñanza do punto s = 1.

A función cos 1
2
πs ten en s = 1 un cero simple, co cal 1

cos 1
2
πs

ten un polo simple en s = 1,

con residuo:

ĺım
s→1

1

cos 1
2
πs

= ĺım
s→1

1

−1
2
π sen 1

2
πs

= − 2

π
,

en onde na primeira igualdade é consecuencia de que, como o límite existe, para calculalo
pódese supoñer que s é real, e entón aplicamos a regra de L'Hôpital.

Así o desenrolo en serie de Laurent en torno a s = 1 é:

1

cos 1
2
πs

= − 2

π

1

s− 1
+ a0 +

∞∑
n=1

an(s− 1)n.

Como

a0 = ĺım
s→1

(
1

cos 1
2
πs

+
2

π

1

s− 1

)
= ĺım

s→1

s− 1 + 2
π

cos 1
2
πs

s cos 1
2
πs− cos 1

2
πs

= ĺım
s→1

1− sen 1
2
πs

cos 1
2
πs− 1

2
π sen 1

2
πs+ 1

2
π sen 1

2
πs

= ĺım
s→1

−1
2
π cos 1

2
πs

−1
2
π sen 1

2
πs− 1

2
π sen 1

2
πs− 1

4
π2s cos 1

2
πs+ 1

4
π2s cos 1

2
πs

= 0,

será
1

cos 1
2
πs

= − 2

π

1

s− 1
+ a1(s− 1) + ··· .

Por outra banda, a serie de Taylor de sen 1
2
πs en s = 1 é:

sen
1

2
πs = 1− 1

8
π2(s− 1)2 + ··· .
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Logo:
sen 1

2
πs

cos 1
2
πs

=
− 2
π

s− 1
+ b1(s− 1) + ··· ,

e así
1

2
π tan

1

2
πs = − 1

s− 1
+ c1(s− 1) + ··· .

Polo tanto:

ĺım
s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
− 1

2
π tan

1

2
π

)
= ĺım

s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
+

1

s− 1
− 1

2
π tan

1

2
πs− 1

s− 1

)
= ĺım

s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
+

1

s− 1

)
− ĺım

s→1

(
1

2
π tan

1

2
πs− 1

s− 1

)
= ĺım

s→1

(
ζ ′(s)

ζ(s)
+

1

s− 1

)
= γ (como vimos nun exemplo anterior)

Por tanto,
ζ ′(0)

ζ(0)
= ln 2π.

Lema 4.15. Na rexión σ > 1 verifícase:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
,

onde Λ é a función de Mangoldt.

Proba. Para σ > 1 en virtude do produto de Euler temos:

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

onde o produto converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano σ > 1.
Dado que ζ(s) 6= 0 para σ > 1, calculando a derivada logarítmica á anterior expresión,

obtemos:

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∑
p

(
1− 1

ps

)−1
1

ps
ln p = −

∑
p

(ln p)

1
ps

1− 1
ps

= −
∑
p

ln p
∞∑
m=1

1

pms
= −

∑
p

∞∑
m=1

ln p

pms
.

Sen embargo,

−
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= −

∞∑
n=1
n=pm

ln p

pms
= −

∑
p

∞∑
m=1

ln p

pms
.
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Lema 4.16. Verifícase:

1) Para un número real a > 1 existe unha constante c = c(a) > 0 tal que∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c ln(|t|+ 2),

se −1 ≤ σ ≤ a.

2) Para un número real a > 1 existe unha constante c = c(a) > 0 tal que∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c ln(|t|),

se −1 ≤ σ ≤ a e |t| ≥ 2.

Proba. Probamos 1).
Temos que∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

n≤|T |+2

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
+

∑
n>|T |+2

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣∣
≤

∑
n≤|T |+2

(
1

|s+ 2n|
+

1

2n

)
+

∑
n>|T |+2

(
|s|

|s+ 2n|2n

)

≤
∑

n≤|T |+2

(
1

n
+

1

n

)
+ |s|

∑
n>|T |+2

1

n2

= 2

[|T |]+2∑
n=1

1

n
+ |s|

∞∑
[|T |]+3

1

n2
, (16)

pois |s+ 2n| ≥ n para n ≥ 1, xa que:

|s+ 2n|2 = |σ + 2n+ iT |2 = (σ + 2n)2 + T 2 ≥ (σ + 2n)2,

e como
σ ≥ −1⇒ σ + 2n ≥ −1 + 2n ≥ n⇒ (σ + 2n)2 ≥ n2,

será
|s+ 2n|2 ≥ n2 ⇒ |s+ 2n| ≥ n,

e así 1
|s+2n| ≤

1
n
, o que xusti�ca as limitacións feitas.

Vexamos como acoutar en (16) os últimos dous sumandos da última desigualdade:

N∑
n=1

1

n
= 1 +

N∑
n=2

1

n
= 1 +

N∑
n=2

∫ n

n−1

dx

n
≤ 1 +

∫ N

1

dx

x
= 1 + lnN.
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∞∑
n=N+1

1

n2
=

∞∑
n=N+1

∫ n

n−1

dx

n2
≤

∞∑
n=N+1

∫ n

n−1

dx

x2
=

∫ ∞
N

dx

x2
=

1

N
.

Entón tomando N = [|t|] + 2, resulta:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ 2(1 + ln([|t|] + 2)) + |s| 1

[|t|] + 2
≤ 2 + 2 ln([|t|] + 2) +

a+ |t|
|t|+ 1

= 2 + 2 ln([|t|] + 2) +
a− 1 + |t|+ 1

|t|+ 1
= 3 + 2 ln([|t|] + 2) +

a− 1

|t|+ 1

≤ 3 + 2 ln([|t|] + 2) + a− 1 = 2 + 2 ln([|t|] + 2) + a

≤
(

2 + a

ln 2
+ 2

)
ln([|t|] + 2).

Se toma c =
(

2+a
ln 2

+ 2
)
, e obviamente c > 0 porque se 0 ≤ c será a ≤ −2, en calquera

caso está en contradición cas hipóteses, pois −1 ≤ σ ≤ a, e así c > 0.
Probamos 2).
Para |t| ≥ 2, polo anteriormente visto, temos que:∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c ln(|t|+ 2) ≤ c ln(|t|+ |t|) = c ln(2|t|)

= c ln 2 + c ln |t| ≤ c ln |t|+ c ln |t| = 2c ln |t|.

Teorema 4.17. Sexan ρn = βn + iγn, con n = 1, 2, ... , os ceros non triviais de ζ(s), e sexa
T ≥ 2. Entón:

∞∑
n=1

1

1 + (T − γn)2
≤ c lnT.

Proba. A expresión da derivada logarítmica da función ζ(s) vista no teorema 4.14, permítenos
escribir:

−ζ
′(s)

ζ(s)
= −B0 +

1

s− 1
−
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
−
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
.

Sexa T ≥ 2 e s = 2 + iT.
Entón polo lema previo 4.16 temos que:∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c1 ln |T |,

e como,

Re
1

s− 1
=

Re(s− 1)

|s− 1|2
=

1

1 + T 2
≤ 1,
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debe existir c2 > 0 tal que

−Reζ
′(s)

ζ(s)
≤ c2 lnT − Re

∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
. (17)

Agora, apoiándonos no lema 4.15, resulta:

Re
ζ ′(s)

ζ(s)
≤
∣∣∣∣Reζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Λ(n)

ns

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

∣∣∣∣Λ(n)

ns

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

Λ(n)

n2
(pois σ = 2)

= −ζ
′(2)

ζ(2)
= c3 > 0.

Logo, disto último e (17) deducimos que

Re
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
≤ Re

ζ ′(s)

ζ(s)
+ c2 lnT ≤ c3 + c2 lnT ≤ c4 lnT,

para algún c4 > 0 independente de T.
Para rematar observemos que:

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
= Re

(
1

s− ρn

)
+ Re

(
1

ρn

)
= Re

(
2− βn

(2− βn)2 + (T − γn)2
− i γn

(2− βn)2 + (T − γn)2

)
+

+ Re

(
βn

β2
n + γ2

n

− i γn
β2
n + γ2

n

)
=

2− βn
(2− βn)2 + (T − γn)2

+
βn

β2
n + γ2

n

≥ 2− βn
(2− βn)2 + (T − γn)2

≥ 1

4 + (T − γn)2
=

1
4

1 + (T−γn)2

4

≥
1
4

1 + (T − γn)2
,

e polo tanto

1

4

∞∑
n=1

1

1 + (T − γn)2
≤

∞∑
n=1

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
≤ c4 lnT.

Basta tomar c = 4c4.

Corolario 4.18. O número de ceros non triviais da función zeta que veri�quen T ≤ |Imρn| ≤
T + 1 non exceden c lnT.
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Proba. Sexa ρn = βn + iγn tal que T ≤ |Imρn| ≤ T + 1.
Posto que

Imρn ≤ |Imρn| ≤ T + 1,

de
|1 + (T − γn)|2 = 1 + (T − γn)2 ≥ 1 + (T − (T + 1))2 = 2,

séguese que
1

1 + (T − γn)2
≤ 1

2
.

Disto último e aplicando o resultado obtido no teorema previo, resulta:∑
T≤|Imρn|≤T+1

1 ≤ 2
∑

T≤|Imρn|≤T+1

1

1 + (T − γn)2

≤ 2
∞∑
n=1

1

1 + (T − γn)2
≤ 8c4 lnT.

Basta tomar c = 8c4.

Corolario 4.19. Para T ≥ 2 tense que∑
|T−γn|>1

1

(T − γn)2
≤ c lnT.

Proba. Temos que:

|T − γn| > 1⇒ |T − γn|2 = (T − γn)2 > 1⇒ 2(T − γn)2 > 1 + (T − γn)2

⇒ 1

2(T − γn)2
<

1

1 + (T − γn)2
,

logo

1

2

∑
|T−γn|>1

1

(T − γn)2
≤

∑
|T−γn|>1

1

1 + (T − γn)2

≤
∞∑
n=1

1

1 + (T − γn)2
≤ c′ lnT (como xa vimos).

O resultado obtense sen máis que tomar c = 2c′.

Corolario 4.20. Para s = σ+ it, onde −1 ≤ σ ≤ 2 e |t| ≥ 2, se veri�ca a seguinte igualdade

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∑
|t−γn|≤1

1

s− ρn
+O(ln t).
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Proba. Considerando as expresións da derivada logarítmica da función zeta seguintes

ζ ′(s)

ζ(s)
= B0 −

1

s− 1
+
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
+
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
,

ζ ′(2 + it)

ζ(2 + it)
= B0 −

1

1 + it
+
∞∑
n=1

(
1

2 + it− ρn
+

1

ρn

)
+
∞∑
n=1

(
1

2 + it+ 2n
− 1

2n

)
.

Restando ambas resulta

ζ ′(s)

ζ(s)
= − 1

s− 1
+

1

1 + it
+ +

∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)
−+

∞∑
n=1

(
1

2 + it+ 2n
− 1

2n

)
+

+
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

)
+
ζ ′(2 + it)

ζ(2 + it)
. (18)

No lema 4.16 vimos que:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c ln |t| = c ln t,

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

2 + it+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ c ln |t| = c ln t.

Ademais,
|1 + it| ≥ |t| − 1 = t− 1,

logo
1

|1 + it|
≤ 1

t− 1
≤ 1, (pois |t| ≥ 2)

e como −1 ≤ σ ≤ 2, será ∣∣∣∣− 1

s− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

(σ − 1) + it

∣∣∣∣ ≤ 1

t
≤ 1

2
.

E polo lema 4.15 para σ > 1 resulta:∣∣∣∣ζ ′(2 + it)

ζ(2 + it)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Λ(n)

n2+it

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

∣∣∣∣Λ(n)

n2+it

∣∣∣∣
=
∞∑
n=1

Λ(n)

n2
= −ζ

′(2)

ζ(2)
.
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Por conseguinte (18) convértese en:

ζ ′(s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

(
1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

)
+O(ln t)

=
∑

|t−γn|>1

(
1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

)
+

∑
|t−γn|≤1

(
1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

)
+O(ln t). (19)

Sen embargo,∣∣∣∣ 1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

∣∣∣∣ =
2− σ

|(s− ρn)(2 + it− ρn)|

=
2− σ

|(σ − βn) + i(t− γn)||(2− βn) + i(t− γn)|

≤ 2− σ
|(t− γn)||(t− γn)|

(pois |Imz| ≤ |z|)

=
2− σ

(t− γn)2
≤ 3

(t− γn)2
,

e tendo presente isto último e o corolario 4.19, resulta∑
|t−γn|>1

∣∣∣∣ 1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

∣∣∣∣ ≤ 3
∑

|t−γn|>1

1

(t− γn)2
≤ 3c′ ln t,

e así (19) é

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∑
|t−γn|≤1

(
1

s− ρn
− 1

2 + it− ρn

)
+O(ln t) (20)

Máis aínda, como

1

|2 + it− ρn|
≤ 1

2− βn
≤ 1 (pois |Rez| ≤ |z|),

será ∣∣∣∣∣∣
∑

|t−γn|≤1

1

2 + it− ρn

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

|t−γn|≤1

1

|2 + it− ρn|
≤

∑
|t−γn|≤1

1 = O(ln t),

como vimos no corolario 4.18.
Así pois, de (20) obtemos o desexado:

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∑
|t−γn|≤1

1

s− ρn
+O(ln t).
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Lema 4.21. Sexan sn := π
2

+ nπ, n ∈ Z e 0 < a ≤ π
4
un número real �xo. Sexa

D := C−
⋃
n∈Z

B(sn, a).

Verifícase que a función tan(s) está acoutada en D.

Proba. Tendo presente a relación elemental

cos2 s+ sen2 s = 1,

de

| tan s|2 =
| sen s|2

| cos s|2
=
| sen2 s|
| cos s|2

=
|1− cos2 s|
| cos s|2

≤ 1 + | cos2 s|
| cos s|2

= 1 +
1

| cos s|2
,

concluímos que

| tan s| ≤

√
1 +

1

| cos s|2
.

Bastará pois ver que existe M = M(a) > 0 tal que | cos s| ≥M para calquera s ∈ D.
Se s ∈ C, sabemos:

cos s =
∞∑
n=0

(−1)n
s2n

(2n)!
, sen s =

∞∑
n=0

(−1)n
s2n+1

(2n+ 1)!
.

Sexa t ∈ R. Entón para s = it, temos:

cos(it) =
∞∑
n=0

t2n

(2n)!
, sen(it) = i

∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!
,

en �n, para s = σ + it :

cos s = cos(σ + it) = cos σ cos(it)− senσ sen(it) =

=

(
∞∑
n=0

t2n

(2n)!

)
cosσ − i

(
∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!

)
senσ,

de onde

Re cos s =

(
∞∑
n=0

t2n

(2n)!

)
cosσ e Im cos s =

(
∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!

)
senσ.
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Temos que: ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

t2n

(2n)!

∣∣∣∣∣ ≥ 1 e

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

t2n+1

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣ = |t|
∣∣∣∣1 +

t2

3!
+ ···

∣∣∣∣ ≥ |t|,
e así

|Re cos s| ≥ | cosσ| e |Im cos s| ≥ |t|| senσ|.

Agora, é claro que existe A > 0 tal que | cosσ| ≥ A se |σ − sn| ≥ a2 ∀n ∈ Z, e tamén
existe B > 0 tal que | senσ| ≥ B se |σ − sn| < a2 para algún n ∈ Z.

Sexa s ∈ D. Entón |s− sn| = |(σ − sn) + it| ≥ a ∀n ∈ Z.
Poden ocorrer dous casos:

1) Que:

|σ − sn| ≥ a2 ∀n ∈ Z⇒ | cosσ| ≥ A⇒ |Re cos s| ≥ A⇒ | cos s| ≥ A.

2) Se |σ − sn| < a2 para algún n ∈ Z, entón | sen s| ≥ B.

Ademais, neste segundo caso:

|σ − sn| < a2 ⇒ (σ − sn)2 < a4,

e como

|(σ − sn) + it| ≥ a⇒ |(σ − sn) + it|2 ≥ a2 ⇒ (σ − sn)2 + t2 ≥ a2,

estas dúas permiten deducir:

a4 + t2 > (σ − sn)2 + t2 ≥ a2 ⇒ t2 ≥ a2 − a4 ⇒ |t| ≥
√
a2 − a4 = a

√
1− a2.

Polo tanto, neste segundo caso:

|Im cos s| ≥ a
√

1− a2B ⇒ | cos s| ≥ a
√

1− a2B.

Tómase M = mín
{
A, a
√

1− a2B
}
.

Proposición 4.22. Verifícase:
ζ ′(s)

ζ(s)
= O(ln 2|s|),

se σ ≤ −1 e se s non está en ningún dos círculos pechados de radio 1
2
con centro nun cero

trivial −2n de ζ(s).
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Proba. Cambiando s←→ 1− s, é su�ciente probar que:

ζ ′(1− s)
ζ(1− s)

= O(ln 2|1− s|).

Supoñendo que Re(1− s) ≤ −1 e |1− s + 2n| > 1
2
, ∀n = 1, 2, ... . Denotaremos por S a

tal rexión de C.
Consideremos a ecuación funcional de ζ(s) escrita no seguinte xeito:

ζ(1− s) = 21−sπ−sΓ(s)ζ(s) cos
π

2
s.

Calculando a derivada logarítmica:

−ζ
′(1− s)
ζ(1− s)

= − ln 2− lnπ +
Γ′(s)

Γ(s)
+
ζ ′(s)

ζ(s)
− π

2
tan

π

2
s

= − ln 2π +
Γ′(s)

Γ(s)
+
ζ ′(s)

ζ(s)
− π

2
tan

π

2
s,

co cal ∣∣∣∣ζ ′(1− s)ζ(1− s)

∣∣∣∣ ≤ ln 2π +

∣∣∣∣Γ′(s)Γ(s)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣− π

2

∣∣∣tan
π

2
s
∣∣∣ .

Tratemos buscar limitacións adecuadas para cada sumando do lado dereito da desigual-
dade no conxunto S.

Para
∣∣tan π

2
s
∣∣ polo lema previo 4.21, con a = π

4
, é su�ciente probar que:∣∣∣π

2
s− π

2
− nπ

∣∣∣ > π

4
∀n ∈ Z se s ∈ S,

é dicir

|s− 1− 2n| > 1

2
∀n ∈ Z se s ∈ S.

Para n = 1, 2, ... , isto é obvio, pola de�nición de S. Para n = 0,−1,−2. ... , tamén se
veri�ca, pois se s ∈ S, será Re(s− 1) ≥ 1 e ademais −2n ≥ 0 e así:

|s− 1− 2n| ≥ |Re(s− 1− 2n)| = |Re(s− 1)− 2n| ≥ 1.

Co cal
∣∣tan π

2
s
∣∣ está limitada en S.

Para
∣∣∣ ζ′(s)ζ(s)

∣∣∣, dado que Re(s− 1) ≤ −1 equivale a que Res ≥ 2, da relación vista no lema
4.16:

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
,

obtemos ∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

Λ(n)

|ns|
=
∞∑
n=1

Λ(n)

nσ
≤

∞∑
n=1

Λ(n)

n2
= −ζ

′(2)

ζ(2)
.
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Por último, para
∣∣∣Γ′(s)Γ(s)

∣∣∣ na rexión Res ≥ 2, como vimos no corolario 3.17:

Γ′(s)

Γ(s)
= ln s− 1

2s
+O

(
1

|s|2

)
.

Como Res ≥ 2, resulta:
Γ′(s)

Γ(s)
= +O (ln |s|) .

Ademais:
Res ≥ 2⇒ |s| ≥ 2⇒ |s| − 2 ≥ 0⇒ 2|s| − 2 ≥ |s|,

e tamén

|s| = |1− 1 + s| ≤ 1 + |s− 1| = 1 + |1− s| ⇒ |s| − 1 ≤ |1− s| ⇒ 2|s| − 2 ≤ 2|1− s|,

e das dúas anteriores deducimos
|s| ≤ 2|1− s|,

co cal
ln |s| ≤ ln 2|1− s|,

que �nalmente
Γ′(s)

Γ(s)
= O (ln 2|1− s|) .

Conclusión:
ζ ′(1− s)
ζ(1− s)

= O(ln 2|1− s|),

na rexión indicada.

4.4. O teorema De la Vallée-Poussin.

O seguinte teorema é importante no senso que delimita unha rexión, dentro da banda
crítica, no que a función zeta non encontra ceros.

Teorema 4.23 (De la Vallée-Poussin). Existe unha constante absoluta c > 0 tal que na
rexión

σ ≥ 1− c

ln(|t|+ 2)

a función zeta é libre de ceros.

Proba. Para a demostración usaremos a seguinte relación fundamental.
Para θ ∈ R temos:

0 ≤ 2(1 + cos θ)2 = 2 + 2 cos2 θ + 4 cos θ = 2 + (1 + cos 2θ) + 4 cos θ

= 3 + 4 cos θ + cos 2θ,
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isto é,
3 + 4 cos θ + cos 2θ ≥ 0, ∀ θ ∈ R. (∗)

Tamén vimos no lema 4.15 que na rexión σ > 1

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
,

e entón, para σ > 1 deducimos:

3

[
−ζ
′(σ)

ζ(σ)

]
+ 4

[
−Reζ

′(σ + it)

ζ(σ + it)

]
+

[
−Reζ

′(σ + 2it)

ζ(σ + 2it)

]
=

= 3
∞∑
n=1

Λ(n)

nσ
+ 4

∞∑
n=1

Re
Λ(n)

nσ+it
+
∞∑
n=1

Re
Λ(n)

nσ+2it

= 3
∞∑
n=1

Λ(n)

nσ
+ 4

∞∑
n=1

Re
Λ(n)

nσeit lnn
+
∞∑
n=1

Re
Λ(n)

nσei2t lnn

=
∞∑
n=1

Λ(n)

nσ
(3 + 4 cos(t lnn) + cos(2t lnn) ≥ 0, (por (∗)) (21)

Supoñamos polo momento que 1 < σ ≤ 2 e busquemos limitacións apropiadas para os
tres sumandos do primeiro membro de (21).

Se s = σ, da expresión da derivada logarítmica, en virtude de lema 4.16 e o corolario 4.18,
temos que:

−ζ
′(σ)

ζ(σ)
=

1

σ − 1
−
∞∑
n=1

(
1

σ − ρn
+

1

ρn

)
+O(ln 2) <

1

σ − 1
+B1, (22)

onde B1 > 0 é unha constante absoluta.
Para s = σ + it, dado que os ceros non triviais da función zeta están todos fóra do eixo

real, e son illados, por ser ζ(s) holomorfa salvo eventualmente en dito punto, existe unha
constante a1 > 0 de xeito que ningún dos ceros está na rexión |t| ≤ a1.

Imos supoñer a partir de aquí que |t| > a1.
Entón:

Re
1

s− 1
=

σ − 1

(σ − 1)2 + t2
≤ σ − 1

t2
<

1

a2
1

.

Ademais, novamente da aplicación do lema 4.16 existirá unha constante B2 > 0 tal que:∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
1

s+ 2n
− 1

2n

)∣∣∣∣∣ ≤ B2 ln(|t|+ 2).

Polo tanto substituíndo estas dúas últimas desigualdades na expresión da derivada loga-
rítmica, para o noso caso particular, obtemos:

−Reζ
′(σ + it)

ζ(σ + it)
< B′ +B2 ln(|t|+ 2)−

∞∑
n=1

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
,
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onde B′ > 0.
Tomemos B′′ > 0 de xeito que B′ ≤ B′′ ln(a1 + 2). Entón:

B′ ≤ B′′ ln(a1 + 2) ≤ B′′ ln(|t|+ 2),

e así

−Reζ
′(σ + it)

ζ(σ + it)
< B3 ln(|t|+ 2)−

∞∑
n=1

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
, (23)

onde B3 = B′′ +B2, s = σ + it, con 1 < σ ≤ 2 e |t| > a1.
Finalmente para s = 2 + it notemos que

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
=

σ − βn
|s− ρn|2

+
βn
|ρn|2

> 0,

e como 0 ≤ βn ≤ 1, resulta

−
∞∑
n=1

Re

(
1

s− ρn
+

1

ρn

)
≤ 0,

e así de (23) obtemos a seguinte cota para o terceiro sumando do primeiro membro de (21),

−Reζ
′(σ + 2it)

ζ(σ + 2it)
< B3 ln(|2t|+ 2) ≤ 2B3 ln(|t|+ 2). (24)

Consideremos agora que ρ = β+ iγ un cero non trivial de ζ(s) que será �xo no que segue.
De (23) deducimos que

−Reζ
′(σ + it)

ζ(σ + it)
< B3 ln(|t|+ 2)− Re

1

s− ρn

= B3 ln(|t|+ 2)− σ − β
(σ − β) + (t− γ)2

, (25)

obtendo así unha cota para o segundo membro de (21).
Polo tanto de (21), (22), (24) e (25) obtemos que:

0 <
3

σ − 1
+ 3B1 + 4B3 ln(|t|+ 2)− 4

σ − β
(σ − β) + (t− γ)2

+ 2B3 ln(|t|+ 2),

e así, existirá unha constante absoluta B4 > 0 tal que se 1 < σ ≤ 2 e |t| > a1, e ρ é un cero
dado non trivial de ζ(s), entón

0 <
3

σ − 1
− 4

σ − β
(σ − β)2 + (t− γ)2

+B4 ln(|t|+ 2),
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ou mellor,

4
σ − β

(σ − β)2 + (t− γ)2
<

3

σ − 1
+B4 ln(|t|+ 2).

A partir de aquí a restrición de σ ≤ 2 pode ser suprimida, aumentando se fose preciso o
valor de B4, xa que

4
σ − β

(σ − β)2 + (t− γ)2
≤ 4

σ − β
< 4 se σ > 2.

Pola elección de a1 tense que |γ| > a1, e entón tomando t = γ, séguese que:

4

σ − β
− 3

σ − 1
< B4 ln(|γ|+ 2) ∀σ > 1. (26)

Observemos primeiramente que da expresión anterior deducimos que β < 1, pois se β = 1,
sería

ĺım
σ→1+

4

σ − β
− 3

σ − 1
=∞,

o que é absurdo, logo β < 1.
Entón dado λ > 0, para cada σ > 1, podemos escribir σ = 1+λ(1−β), e así a desigualdades

(26) é agora (
4

1 + λ
− 3

λ

)
1

1− β
< B4 ln(|γ|+ 2).

Agora para λ > 0 su�cientemente grande, a expresión entre parénteses do lado esquerdo
resulta ser positiva, concretamente(

4

1 + λ
− 3

λ

)
> 0⇔ 4

1 + λ
>

3

λ
⇔ λ− 3

4
λ >

3

4

⇔ λ > 3.

Así por exemplo para λ = 4, obtemos:

β < 1− c1

ln(|γ|+ 2)
,

onde c1 = 1
20B4

.
Ata aquí probamos que se ρ = β + iγ é un cero non trivial de ζ(s), entón:

β < 1− c1

ln(|γ|+ 2)
.

Modi�caremos agora a constante c1 para que englobe tamén ós ceros triviais.
Sexa c := mín{c1, 2 ln 2}. Para os ceros non triviais verifícase:

β < 1− c1

ln(|γ|+ 2)
≤ β < 1− c

ln(|γ|+ 2)
.
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Para os ceros triviais s = −2n, con n ≥ 1, resulta que σ = −2n e t = 0 e de 0 ≤ β < 1
resulta:

σ ≤ −2 < 1− 2 ln 2

ln 2
≤ 1− 2 ln 2

ln(|γ|+ 2)
≤ 1− c

ln(|γ|+ 2)
,

co que concluímos.
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Capítulo 5

O Teorema do número primo

5.1. A función de Chebyshev.

Para un número real positivo x ≥ 2 a función de contar números primos é

π(x) =
∑
p≤x

1,

que como é doado interpretar ven a contar os números primos p menores ou iguais ca x.
Chebyshev estableceu que existen constantes absolutas positivas c1 e c2 tales que

c1
x

lnx
≤ π(x) ≤ c2

x

lnx
,

é dicir,

c1 ≤
π(x)

x/ lnx
≤ c2.

De feito calculo esas constantes, c1 era un valor moi próximo a un e c2 excedía un pouco
a un. Isto levoulle a conxecturar que se o límite de π(x)

x/lnx
existe cando x −→∞, entón deber

ser un, isto é

ĺım
x−→∞

π(x)

x/ lnx
= 1.

No ano 1848 probou tal conxectura, e o que se coñece como teorema de Chebyshev.
Tal conxectura coñécese hoxe en día como o Teorema dos Números Primos, que mostra-

remos. De feito obteremos un resultado máis forte, mostraremos que existe unha constante
absoluta c > 0 tal que

π(x) =

∫ x

2

du

lnu
+O

(
xe

c
2

√
lnx
)
.

Para estudar a función π(x) estudaremos unha función que está estritamente relacionada
con ela: a función ψ de Chebyshev.

107
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De�nición 5.1. Para un número real positivo, a función

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n),

onde Λ é a función de Mangoldt, denomínase función de Chebyshev.

A seguinte proposición establece as claves da relación existente entre as funcións π(x) e
ψ(s).

Proposición 5.2. Verifícase:

1) ψ(x) ≤ π(x) lnx se x > 1,

2) Se x > 1 e 0 < λ < 1, entón ψ(x) ≥ λ
(
π(x)− xλ

)
lnx,

3) ĺımx−→∞
π(x)

x/lnx
= 1⇔ ĺımx−→∞

ψ(x)

x
= 1.

Proba. Probamos 1).
Temos que:

ψ(x) =
∑
pk≤x

ln p =
∑
p≤x

[
lnx

ln p

]
ln p,

onde a segunda igualdade é consecuencia de que para un p dado, o sumando ln p repítese[
lnx
ln p

]
veces, pois:

pk ≤ x⇔ k ln p ≤ lnx⇔ k ≤
[

lnx

ln p

]
.

Así pois:

ψ(x) =
∑
pk≤x

ln p ≤
∑
p≤x

lnx

ln p
ln p =

∑
p≤x

lnx = π(x) lnx.

Probamos 2).

ψ(x) =
∑
pk≤x

ln p ≥
∑
p≤x

ln p ≥
∑

xλ<p≤x

ln p

≥ (π(x)− π(xλ)) lnxλ ≥ (π(x)− xλ) lnxλ

= λ(π(x)− xλ) lnx.

Probamos 3).
(⇐)

ψ(x) ≤ π(x) lnx⇒ ψ(x)

x
≤ π(x) lnx

x
=

π(x)

x/ lnx

⇒ 1 = ĺım
x→∞

ψ(x)

x
≤ ĺım

x→∞

π(x)

x/ lnx
.
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Por outra parte:

ψ(x) ≥ λ(π(x)− xλ) lnx⇒ ψ(x)

x
≥ λ

(
π(x)

x
− xλ−1

)
lnx

= λ
π(x)

x/ lnx
− λxλ−1 lnx.

Sen embargo, para 0 < λ < 1, resulta

ĺım
x→∞

λxλ−1 lnx = ĺım
x→∞

λ lnx

x1−λ = ĺım
x→∞

λx−1

(1− λ)x−λ
=

λ

1− λ
ĺım
x→∞

xλ

x
= 0, (L'Hôpital)

logo

1 = ĺım
x→∞

ψ(x)

x
≥ λ ĺım

x→∞

π(x)

x/ lnx
,

e como a anterior desigualdade é válida par calquera λ < 1, en realidade

ĺım
x→∞

π(x)

x/ lnx
≤ 1,

e con isto probamos a primeira implicación.
(⇒)
Sen entrar en repeticións:

ĺım
x→∞

ψ(x)

x
≤ ĺım

x→∞

π(x)

x/ lnx
= 1.

Bastará ver que 1 ≤ ĺımx→∞
ψ(x)

x
.

Pero

ĺım
x→∞

ψ(x)

x
≥ λ ĺım

x→∞

π(x)

x/ lnx
= λ,

logo

ĺım
x→∞

ψ(x)

x
= 1.

Tamén hai unha igualdade que relaciona a función de Chebyshev ca expresión da derivada
logarítmica da función zeta. Mostrámola a continuación.

Proposición 5.3. Para σ > 1, verifícase:

−ζ
′(s)

ζ(s)
= s

∫ ∞
1

ψ(x)
dx

xs+1
.
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Proba. Recordemos que
ψ(x) =

∑
n≤x

Λ(n),

e para σ > 1, tamén vimos no lema 4.15 que

−ζ
′(s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.

Apliquemos a identidade de Abel vista no lema 1.13 con a = 1, b > 1 un real, cn = Λ(n),
f(x) = 1

xs
, e c(x) =

∑
1<n≤b Λ(n) = ψ(x).

Entón: ∑
1≤n≤b

Λ(n)

ns
=
∑

1<n≤b

Λ(n)

ns
= s

∫ b

1

ψ(x)
dx

xs + 1
+ ψ(b)

1

bs
.

Bastará ver que ψ(b) 1
bs
−→ 0 cando b −→ ∞, e tomando límites na igualdade previa

haberíamos rematado.
Pois ben, como

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) =
∑
pk≤x

ln p ≤ x lnx, (pola proposición 5.2)

para σ > 1, será

ĺım
x→∞

∣∣∣∣ψ(x)

xs

∣∣∣∣ = ĺım
x→∞

ψ(x)

xσ
≤ ĺım

x→∞

x lnx

xσ

= ĺım
x→∞

lnx

xσ−1
= ĺım

x→∞

x−1

(σ − 1)xσ−2

= ĺım
x→∞

1

(σ − 1)xσ−1
= 0.

Polo tanto

ĺım
x→∞

ψ(x)

xs
= 0.

5.2. A fórmula explícita da función de Chebyshev

O obxectivo desta sección é representar á función de Chebyshev como suma sobre os ceros
da ζ(s).

O métodos de integración complexa permiten escribir fórmulas explícitas que conectan
os diversos tipos de sumas sobre os números primos cos ceros da función zeta. Mostraremos
unha destas fórmulas. Para elo será preciso o seguinte lema.
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Lema 5.4. Para a > 0, b > 0 e T > 0, sexan:

I(a, T ) :=
1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds e δ(a) :=


0 se 0 < a < 1,
1
2
se a = 1,

1 se a > 1.

Entón:

|I(a, T )− δ(a)| ≤

{
abmín{1, T−1| ln a|−1} se a 6= 1,

bT−1 se a = 1.

Proba. Distinguiremos os casos.
Caso a > 1.
Sexa U > b con U > 1 e consideremos o contorno rectangular Γ da �gura adxunta:

Tomando f(s) = as

s
resulta que f ∈ H(C − {0}) e ademais presenta en s = 0 un polo

simple. Dado que Res(f, 0) = 1, o teorema dos residuos permítenos escribir:

1

2πi

∫
Γ

as

s
ds = 1,

ou equivalentemente,

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds = 1− 1

2πi

∫
I

as

s
ds− 1

2πi

∫
II

as

s
ds− 1

2πi

∫
III

as

s
ds.

Calculando cada integral ó longo do seu respectivo segmento (camiño), obtemos:

1

2πi

∫
I

as

s
ds = −

∫ b+iT

−U+iT

as

s
ds = −

∫ b

−U

aτ+iT

τ + iT
dτ

⇒
∣∣∣∣∫
I

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

−U

|aτ+iT |
|τ + iT |

dτ =

∫ b

−U

aτ

|τ + iT |
dτ

≤ 1

T

∫ b

−U
aτdτ =

1

T

[
aτ

ln a

]b
−U

=
1

T

(
ab

ln a
− a−U

ln a

)
,
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onde τ entenderemos que é o parámetro que determina o camiño, neste caso ϕ(τ) = τ + iT,
con τ ∈ [−U, b] .

Analogamente: ∣∣∣∣∫
III

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

T

(
ab

ln a
− a−U

ln a

)
.

Ademais:∫
II

as

s
ds = −

∫ −U+iT

−U−iT

as

s
ds = −i

∫ T

−T

a−U+iτ

−U + iτ
dτ

⇒
∣∣∣∣∫
II

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

−T

a−U

| − U + iτ |
dτ ≤

∫ T

−T
a−Udτ = 2Ta−U .

Deducimos entón:∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− 1

2πi

∫
I

as

s
ds− 1

2πi

∫
II

as

s
ds− 1

2πi

∫
III

as

s
ds

∣∣∣∣
≤ 1

πT

(
ab

ln a
− a−U

ln a
+ T 2a−U

)
,

e pasando a límites a anterior desigualdade cando U −→∞, resulta:∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds− 1

∣∣∣∣ ≤ ab

πT ln a
≤ ab

T ln a
.

Vexamos agora a outra desigualdade para este caso.
Consideremos o contorno Γ da �gura adxunta:

formado polo segmento que une b− iT con b+ iT e o correspondente arco C de circunferencia
de centro 0 e radio R :=

√
b2 + T 2.
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De novo polo teorema dos residuos, obtemos:

1 =
1

2πi

∫
Γ

as

s
ds =

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds+

1

2πi

∫
C

as

s
ds.

Entón:

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds− 1 = − 1

2πi

∫
C

as

s
ds

⇒
∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∣∣∣∣∫
C

as

s
ds

∣∣∣∣
≤ 1

2π
sup

{∣∣∣∣ass
∣∣∣∣ : s ∈ C∗

}
· Lonx(C),

onde C∗ denota a traza do arco de circunferencia C e Lonx(C) a súa lonxitude.
Agora, se s ∈ C temos que −R ≤ σ ≤ b, e así |as| = aσ ≤ ab. Ademais, se s ∈ C∗ será

|s| = R e por ser C un arco de circunferencia de radio R, Lonx(C) ≤ 2πR.
Así ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds− 1

∣∣∣∣ ≤ ab

2πR
2πR = ab,

co que rematamos a proba no caso a > 1.
Caso 0 < a < 1.
Sexa U > b con U > 1 e consideremos o contorno rectangular Γ da �gura adxunta:

Á vista da �gura, deducimos que Ind(Γ, 0) = 0, pois 0 /∈ Int(Γ), e polo teorema dos
residuos resulta:

1

2πi

∫
Γ

as

s
ds = 0,
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equivalentemente

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds = − 1

2πi

∫
I

as

s
ds− 1

2πi

∫
II

as

s
ds− 1

2πi

∫
III

as

s
ds.

De novo calculando para este caso cada integral ó longo do seu respectivo segmento,
resulta:

1

2πi

∫
I

as

s
ds =

∫ U

b

aτ+iT

τ + iT
dτ

⇒
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
I

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

2πi

∫
I

aτ

|τ + iT |
dτ ≤ 1

T

∫ U

b

aτdτ

=
1

T

[
aτ

ln a

]U
b

=
1

T

(
aU

ln a
− ab

ln a

)
≤ 1

T

∣∣∣∣ aUln a
− ab

ln a

∣∣∣∣
≤ 1

T

(
aU

| ln a|
+

ab

| ln a|

)
.

De igual modo: ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
III

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

T

(
aU

| ln a|
+

ab

| ln a|

)
.

Ademais: ∫
II

as

s
ds = −

∫ U+iT

U−iT

as

s
ds = −i

∫ T

−T

aU+iτ

U + iτ
dτ

⇒
∣∣∣∣∫
II

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

−T

aU

|U + iτ |
dτ ≤

∫ T

−T
aUdτ = 2TaU .

Deducimos pois: ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

πT

(
aU

| ln a|
+

ab

| ln a|
+ T 2aU

)
.

Dado que 0 < a < 1, de novo pasando límites á anterior igualdade cando U −→ ∞,
resulta: ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ab

πT | ln a|
≤ ab

T | ln a|
.

Vexamos agora a outra desigualdade para este caso.
Consideremos o contorno Γ da �gura adxunta:

formada polo segmento que une b−iT con b+iT, e o correspondente arco C da circunferencia
de centro 0 e radio R :=

√
b2 + T 2.
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Polo teorema dos residuos:

0 =
1

2πi

∫
Γ

as

s
ds =

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds+

1

2πi

∫
C

as

s
ds.

Entón:

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds = − 1

2πi

∫
C

as

s
ds

⇒
∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
sup

{∣∣∣∣ass
∣∣∣∣ : s ∈ C∗

}
· Lonx(C).

Agora, dado que 0 < a < 1 e b ≤ σ ≤ R será |as| = aσ ≤ ab. Ademais |s| = R e
Lonx(C) < πR, co cal ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

as

s
ds

∣∣∣∣ ≤ abπR

2πR
≤ ab

2
≤ ab,

co que probamos a outra desigualdade para este caso.
Caso a = 1.

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

ds

s
=

1

2πi

∫ T

−T

i

b+ iτ
dτ =

1

2π

∫ T

−T

1

b+ iτ
dτ =

1

2π

∫ T

−T

b− iτ
b2 + τ 2

dτ

=
1

2π

∫ T

−T

b

b2 + τ 2
dτ − i 1

2π

∫ T

−T

τ

b2 + τ 2
dτ.

Notemos que o integrando da última integral representa unha función impar, e como o
intervalo de integración é simétrico respecto a orixe, a integral resulta ser nula. Isto é:∫ T

−T

τ

b2 + τ 2
dτ = 0.
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Temos así que:

1

2πi

∫ b+iT

b−iT

ds

s
=

1

2π

∫ T

−T

b

b2 + τ 2
dτ =

1

2π

∫ T

0

2b

b2 + τ 2
dτ =

1

π

∫ T

0

b

b2 + τ 2
dτ

=
1

π

∫ T
b

0

1

1 + v2
dv =

1

π

(∫ ∞
0

1

1 + v2
dv −

∫ ∞
T
b

1

1 + v2
dv

)

=
1

π

(
tan−1(v)

∣∣∞
0
−
∫ ∞
T
b

1

1 + v2
dv

)
=

1

π

(
π

2
−
∫ ∞
T
b

1

1 + v2
dv

)

=
1

2
− 1

π

∫ ∞
T
b

1

1 + v2
dv,

onde efectuamos o cambio de variable v = τ
b
.

Finalmente: ∣∣∣∣ 1

2πi

∫ b+iT

b−iT

ds

s
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ 1

π

∫ ∞
T
b

1

1 + v2
dv ≤ 1

π

∫ ∞
T
b

1

v2
dv

=
1

π

[
−1

v

]∞
T
b

=
b

πT
≤ b

T
.

Con isto probamos o lema.

De�nición 5.5. Defínese a función ψ0 como:

ψ0(x) :=

ψ(x) se x non é potencia dun primo,

ψ(x)− 1

2
Λ(x) se x é potencia dun primo.

Teorema 5.6. Para x ≥ e, T ≥ 2, verifícase:

ψ0(x) = x−
∑
|γ|<T

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x2) +R(x, T ),

onde ρ = β + iγ denota os ceros non triviais da función ζ(s), e

|R(x, T )| � x ln2(xT )

T
+ (lnx)mín

{
1,

x

T 〈x〉

}
sendo 〈x〉 a distancia de x á potencia dun primo máis próximo a x e distinta de x.

Proba. É sabido que
ζ ′(0)

ζ(0)
= ln 2π, e que tamén para |s| < 1 verifícase a seguinte igualdade:

ln(1− s) = −
∞∑
n=1

1

n
sn,
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de onde deducimos:

1

2
ln(1− x2) =

∑
ω

xω

ω
,

sendo ω = −2n con n = −1,−2, ... , son os ceros triviais da función zeta.

Polo corolario 4.18 existe T1 tal que T ≤ T1 ≤ T + 1, de xeito que calquera cero non
trivial ρ = β + iγ de ζ(s) veri�ca

1

|γ − T1|
= O(lnT ).

Sexa x ≥ e, e b = 1 +
1

lnx
. Consideremos a integral

J(x, T1) :=
1

2πi

∫ b+iT1

b−iT1

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds.

Na rexión σ > 1, en virtude do lema 4.15, temos que

|ψ0(x)− J(x, T1)| =

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n) +
1

2
Λ(x)− 1

2πi

∫ b+iT1

b−iT1

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n) +
1

2
Λ(x)− 1

2πi

∫ b+iT1

b−iT1

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
xs

s
ds

∣∣∣∣∣ ,
en onde o término 1

2
Λ(x) aparece soamente se x é unha potencia dun primo.

Notemos que se s ∈ [b− iT, b+ iT ], entón:

∞∑
n=1

∣∣∣∣Λ(n)

ns
xs

s

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

Λ(n)

nσ
xσ

|s|
≤ xb

b

∞∑
n=1

Λ(n)

nb

=
xb

b

(
−ζ
′(b)

ζ(b)

)
<∞.

Logo o criterio M-Weierstrass garante a converxencia uniforme da serie baixo a integral
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sobre [b− iT, b+ iT ], e entón podemos integrar termo a termo para obter:

|ψ0(x)− J(x, T1)| =

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n) +
1

2
Λ(x)−

∞∑
n=1

Λ(n)
1

2πi

∫ b+iT1

b−iT1

(x
n

)s ds
s

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n) +
1

2
Λ(x)−

∞∑
n=1

Λ(n)I
(x
n
, T1

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n)−
∑
n<x

Λ(n)I
(x
n
, T1

)
+

1

2
Λ(x)− Λ(x)I(1, T1)−

∑
n>x

Λ(n)I
(x
n
, T1

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
n<x

Λ(n)
(

1− I
(x
n
, T1

))
+ Λ(x)

(
1

2
− I(1, T1)

)
−
∑
n>x

Λ(n)I
(x
n
, T1

)∣∣∣∣∣
≤
∑
n<x

Λ(n)
∣∣∣1− I (x

n
, T1

)∣∣∣+ Λ(x)

∣∣∣∣12 − I(1, T1)

∣∣∣∣−∑
n>x

Λ(n)
∣∣∣I (x

n
, T1

)∣∣∣ .
Tendo en conta o lema previo 5.4 deducimos:

|ψ0(x)− J(x, T1)| ≤
∞∑
n=1
n6=x

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}

+ Λ(x)bT−1
b .

A serie
∞∑
n=1
n6=x

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}
,

podémola descompoñer en suma de dúas series como segue∑
{n≤ 3

4
x}∪{n≥ 5

4
x}

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}

+
∑

3
4
x<n< 5

4
x

n6=x

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}

Para os termos da primeira serie, temos que 4
3
≤ x

n
ou x

n
≤ 4

5
, co cal

∣∣ln x
n

∣∣ está delimitado
inferiormente, pois:

4

3
≤ x

n
⇒ 1 ≤ x

n
⇒ 0 ≤ ln

x

n
⇒
∣∣∣ln x

n

∣∣∣ = ln
x

n
≥ ln

4

3
,

e
x

n
≤ 4

5
⇒ x

n
< 1⇒ ln

x

n
< 0⇒

∣∣∣ln x
n

∣∣∣ = − ln
x

n
≥ − ln

4

5
.

Tendo en conta que elnx = x, será xb = x1+ 1
ln x = ex, e así a primeira serie é:∑

{n≤ 3
4
x}∪{n≥ 5

4
x}

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}
� x

T1

∞∑
n=1

Λ(n)

nb
=

x

T1

(
−ζ
′(b)

ζ(b)

)
.
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Ademais, posto que
ζ ′(s)

ζ(s)
presenta en s = 1 un polo simple de residuo igual a −1, e ó ser

x ≥ e e 1 < b ≤ 2, nesta rexión vimos na demostración do teorema 4.23 De la Vallée-Poussin
que:

−ζ
′(b)

ζ(b)
� 1

b− 1
= lnx,

co cal ∑
{n≤ 3

4
x}∪{n≥ 5

4
x}

(x
n

)b
mín

{
1, T−1

1

∣∣∣ln x
n

∣∣∣−1
}
� x lnx

T1

.

Vexamos agora a segunda serie.
En primeiro lugar consideremos os n tales que 3

4
x < n < x. Denotemos por x1 o maior

número natural menor que x que sexa potencia dun número primo. Podemos supoñer 3
4
x <

x1 < x, xa que do contrario, por de�nición de Λ, o termos que estamos considerando serían
todos nulos.

Para o termo con n = x1, temos que:

ln
x

n
= ln

x

x1

= lnx− lnx1 = −(lnx1 − lnx) = − ln
x1

x

= − ln

(
1− x− x1

x

)
=
∞∑
n=1

1

n

(
x− x1

x

)n
≥ x− x1

x
,

onde o paso a desenrolo en serie logarítmica está xusti�cado polo feito de que

∣∣∣∣x− x1

x

∣∣∣∣ < 1.

Temos pois que o termo con n = x1 é:

� Λ(x1)mín

{
1,

x

T1(x− x1)

}
� (lnx)mín

{
1,

x

T1(x− x1)

}
≤ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
.

Consideremos agora os termos con n 6= x1. Podemos supoñer que n < x1, pois se x1 <
n < x, entón Λ(n) = 0 pola de�nición de Λ e x1. Para n < x1, tense que n = x1 − ν con
0 < ν < 1

4
x, pois:

3

4
x < n = x1 − ν ⇒ x1 −

3

4
x > ν > 0⇒ x− 3

4
x > ν > 0,

e entón
ν

x1

<
1

4
· x
x1

<
1

4
· 4

3
=

1

3
< 1,

co cal

ln
x

n
≥ ln

x1

n
= − ln

n

x1

= − ln

(
1− ν

x1

)
≥ ν

x1

.
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Polo tanto, a suma dos termos con n 6= x1 é:

�
∑

0<ν< 1
4
x

Λ(x1 − ν)
1

T1

x1

ν
=
x1

T1

∑
0<ν< 1

4
x

Λ(x1 − ν)
1

ν

≤ x1

T1

(lnx)
∑

0<ν< 1
4
x

1

ν
� x1

T1

(lnx)2

≤ x1

T1

(lnx)2, (ver por exemplo a proba do lema 4.16).

Os termos con x < n < 5
4
x estúdanse de igual modo, ca salvidade de que x1 pasa a ser x2

que será o menor número natural maior que x que sexa potencias dun primo.
Escribamos 〈x〉 para a distancia de x á potencia dun primo máis próxima a x e distinta

de x. Polo dito ata agora, séguese que:

|ψ0(x)− J(x, T1)| � x(lnx)2

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
+ Λ(x)

b

T1

,

e como

Λ(x)
b

T1

≤ 2 lnx

T1

,

resulta que

|ψ0(x)− J(x, T1)| � x(lnx)2

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
. (1)

Consideremos agora o contorno Γ rectangular da �gura adxunta:

onde U ≥ 3 é un enteiro impar.
Empregaremos o seguinte resultado coñecido:
Se Ω ⊂ C é un aberto, s0 ∈ Ω e g ∈ H(Ω) con g(s0) 6= 0. Entón:

1) Se f ∈ H(Ω) e f ten en s0 un cero de orde m, entón F := g f
′

f
ten en s0 un polo simple

e Res(F, s0) = mg(s0).
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2) Se f ∈ H(Ω− {s0}) ten en s0 un polo de orde m, entón F ten en s0 un polo simple e
Res(F, s0) = −mg(s0).

Aplicando este resultado, deducimos que a función − ζ′(s)
ζ(s)
· xs
s
ten polos simples nos puntos:

i) s = 1 con residuo igual a x,

ii) s = ρ con residuo −k(ρ)x
ρ

ρ
, para cada cero non trivial de ζ(s) onde k(ρ) denota a

multiplicidade do respectivo cero.

iii) s = −2n con n = 1, 2, ... , con residuo −x−2n

−2n
, para cada cero trivial de ζ(s).

Ademais en s = 0 ten un polo simple con residuo

ĺım
s→0

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs = −ζ

′(0)

ζ(0)
.

Aplicando o teorema dos residuos, tendo en conta que pola elección de T1 e de U non
existen ceros de ζ(s) en Γ, resulta:

1

2πi

∫
Γ

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds = x−

∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n
,

é dicir,

J(x, T1) =
1

2πi

∫ b+iT1

b−iT1

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

= x−
∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n
− 1

2πi

∫
I

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds−

− 1

2πi

∫
II

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds− 1

2πi

∫
III

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds. (2)

Acoutaremos agora cada unha das integrais.
Dado que T1 ≥ T ≥ 2 para s = σ + iT1 con −1 ≤ σ ≤ 2, polo corolario 4.20 tense:

ζ ′(s)

ζ(s)
=

∑
|γ−T1|≤1

1

s− ρ
+O(lnT1).

Para cada sumando desta suma verifícase:

|s− ρ| = |(σ − β) + i(T1 − γ)| ≥ |γ − T1|

⇒ 1

|s− ρ|
1

|γ − T1|
� lnT ≤ lnT1,
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pola elección de T1 e corolario 4.18.
Logo: ∣∣∣∣ζ ′(s)ζ(s)

∣∣∣∣� ln2 T1 (3)

A cota (3) vainos permitir acoutar modularmente a integral sobre o segmento I.
En efecto:∫

I

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds = −

∫ b+iT1

−U+iT1

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds =

∫ b

−U

(
−ζ
′(τ + iT1)

ζ(τ + iT1)

)
xτ+iT1

τ + iT1

dτ

⇒
∣∣∣∣∫
I

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

−U

∣∣∣∣ζ ′(τ + iT1)

ζ(τ + iT1)

∣∣∣∣ xτ

|τ + iT1|
dτ

=

∫ −1

−U

∣∣∣∣ζ ′(τ + iT1)

ζ(τ + iT1)

∣∣∣∣ xτ

|τ + iT1|
dτ +

∫ b

−1

∣∣∣∣ζ ′(τ + iT1)

ζ(τ + iT1)

∣∣∣∣ xτ

|τ + iT1|
dτ.

Agora, por (3) a segunda integral é:

� ln2 T1

T1

∫ b

−∞
xτdτ =

ln2 T1

T1

[
xτ

lnx

]b
−∞

=
ln2 T1

T1

· x
b

lnx

=
ex ln2 T1

T1 lnx
� x ln2 T1

T1 lnx
.

Respecto á primeira integral, dado que σ ≤ −1 e |(σ + iT1) + 2n| ≥ T1 ≥ 2 > 1
2
para

calquera n = 1, 2, ... , tense, pola proposición 4.22, que:∣∣∣∣ζ ′(σ + iT1)

ζ(σ + iT1)

∣∣∣∣� ln(2|σ + iT1|),

debido a que s non está en ningún dos círculos pechados de radio 1
2
con centro nun cero

trivial −2n de ζ(s).

Dado que a función f(x) = lnx
x

é decrecente en (e,∞), resulta

ln(2|σ + iT1|)
2|σ + iT1|

≤ ln 2T1

2T1

,

e polo tanto a primeira integral é:

� ln 2T1

T1

∫ −1

−U
xτdτ =

ln 2T1

T1

[
xτ

lnx

]−1

−U
=

ln 2T1

T1

(
x−1

lnx
− x−U

lnx

)
=

ln 2T1

T1 lnx

(
1

x
− 1

xU

)
≤ ln 2T1

T1x lnx
.
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Posto que

ln 2T1

T1x lnx
≤ lnT 2

1

T1x lnx
=

2 lnT1

T1x lnx
=

1

ln 2
· 2 ln 2 lnT1

T1x lnx

≤ 1

ln 2
· x ln2 T1

T1x lnx
� x ln2 T1

T1x lnx
,

deducimos que

∣∣∣∣∫
I

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

∣∣∣∣� x ln2 T1

T1x lnx
. (4)

O método a seguir para acoutar a integral sobre o segmento III e completamente análogo,
obtendo a mesma cota.

Alternativamente podemos razoar do seguinte modo. Da expresión da derivada logarítmica
vista no teorema 4.14, (e tendo presente que B0 é real), tense que

ζ′(s)
ζ(s)

é o conxugado de ζ′(s)
ζ(s)

,
e daquela a integral sobre o segmente III é a oposta do conxugado da integral sobre o
segmento I, e polo tanto teñen o mesmo módulo. Así

∣∣∣∣∫
III

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

∣∣∣∣� x ln2 T1

T1x lnx
. (5)

Por último, para a integral sobre o segmento II, temos que:

∫
II

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds = −

∫ −U+iT1

−U−iT1

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds = i

∫ T1

−T1

(
−ζ
′(−U + iτ)

ζ(−U + iτ)

)
x−U+iτ

−U + iτ
dτ

⇒
∣∣∣∣∫
II

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ T1

−T1

∣∣∣∣ζ ′(−U − iT1)

ζ(−U − iT1)

∣∣∣∣ x−U

| − U − iT1|
dτ

� ln 2U

U

∫ T1

−T1
x−Udτ =

ln 2U

UxU
2T1 �

T1 lnU

UxU
, (6)

onde a última limitación é debido a que U ≥ 3 e impar, e aplicando a proposición 4.22.
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Empregando (1), (2), (4), (5), (6) convenientemente, deducimos que:

ψ0(x) = ψ0(x)− J(x, T1) + J(x, T1), (por (2))

= ψ0(x)− J(x, T1) + x−
∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n
−

−
∫
I

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds−

∫
II

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds−

∫
III

(
−ζ
′(s)

ζ(s)

)
xs

s
ds

⇒

∣∣∣∣∣∣ψ0(x)−

x− ∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n

∣∣∣∣∣∣
≤ |ψ0(x)− J(x, T1)|+ 1

2π

∣∣∣∣∫
I

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣∫
II

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣+
+

1

2π

∣∣∣∣∫
III

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣ , (por (1))

� x(lnx)2

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
+

1

2π

∣∣∣∣∫
I

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣+
+

1

2π

∣∣∣∣∫
II

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣+
1

2π

∣∣∣∣∫
III

$(ζ, s, x)ds

∣∣∣∣ , (por (3),(4),(5))

� x(lnx)2

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
+
x(lnx)2

T1

+
T1 lnU

UxU
.

Polo tanto, podemos escribir:

ψ0(x) = x−
∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n
+R(x, U, T1),

onde

R(x, U, T1)� x ln2 T1

T1

+
T1 lnU

UxU
+
x(lnx)2

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
.

Pasando a límites a anterior igualdade cando U −→∞, resulta:

T1 lnU

UxU
−→ 0,

e ∑
0<2n<U

x−2n

−2n
−→

∞∑
n=1

x−2n

−2n
=

1

2
ln(1− x2).

Ademais:

x ln2 T1

T1 lnx
+
x ln2 x

T1

≤ x ln2 T1

T1

+
x ln2 x

T1

=
x

T1

(ln2 T1 + ln2 x)

≤ x

T1

(lnT1 + lnx)2 =
x

T1

ln2(xT1).
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Así pois:

ψ0(x) = x−
∑
|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−

∑
0<2n<U

x−2n

−2n
+R(x, T1),

onde
R(x, T1) = ĺım

U→∞
R(x, U, T1),

e

|R(x, T1)| � x ln2(xT1)

T1

+ (lnx)mín

{
1,

x

T1〈x〉

}
.

Por último vexamos que T1 pode ser substituído por T.
Dado que T ≤ T1 ≤ T + 1, será 1

T1
≤ 1

T
, logo:

|R(x, T1)| � x ln2(xT )

T
+ (lnx)mín

{
1,

x

T 〈x〉

}
.

Ademais: ∣∣∣∣xρρ
∣∣∣∣ =

xβ

|ρ|
≤ x

|ρ|
≤ xρ

|γ|
≤ x

T
,

e dado que o número de ceros non triviais da función zeta que veri�quen T ≤ |γ| ≤ T1 non
exceden c lnT, como vimos no corolario 4.18, debe ser:∣∣∣∣∣∑

ρ

xρ

ρ

∣∣∣∣∣� x lnT

T
.

Logo:

ψ0(x) = x−
∑
|γ|<T

xρ

ρ
−

∑
T≤|γ|<T1

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x2) +R(x, T1)

=
∑
|γ|<T

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x2) +R(x, T ),

con

R(x, T ) = R(x, T1)−
∑

T≤|γ|<T1

xρ

ρ
.

Así:

|R(x, T )| ≤ |R(x, T1)|+

∣∣∣∣∣∣
∑

T≤|γ|<T1

xρ

ρ

∣∣∣∣∣∣
� x ln2(xT )

T
+ (lnx)mín

{
1,

x

T 〈x〉

}
.
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NOTA 1: Se se fai T −→∞, entón R(x, T ) −→ 0.
Polo tanto

ψ0(x) = x−
∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
− 1

2
ln(1− x2)

= x−
∑
ρ

xρ

ρ
− ζ ′(0)

ζ(0)
−
∑
ω

xω

ω
,

onde ω = −2n, con n = 1, 2, ... , son os ceros triviais de ζ(s), e∑
ρ

xρ

ρ
:= ĺım

T→∞

∑
|γ|<T

xρ

ρ
.

NOTA 2: Se x é un enteiro, neste caso 〈x〉 ≥ 1, e daquela

|R(x, T )| � x ln2(xT )

T
.

Corolario 5.7. Para x ≥ e e T ≥ 2, verifícase:

ψ(x) = x−
∑
|γ|≤T

xρ

ρ
+O

(
x ln2(xT )

T

)
+O(lnx).

Proba. Como

−1

2
ln(1− x−2) ≤ −1

2
ln

(
1− 1

e2

)
,

do teorema dedúcese:

ψ0(x) = x−
∑
|γ|≤T

xρ

ρ
+O

(
x ln2(xT )

T

)
+O(lnx).

O resultado séguese, tendo en conta que ψ(x) = ψ0(x) ou ψ(x) = ψ0(x) + 1
2
Λ(x), e

Λ(x) ≤ lnx.

5.3. O Teorema do Número Primo

O teorema do número primo é un dos resultados máis relevantes na teoría de números.
A orixe da conxectura débese a Gauus alá por 1791, cando tan so tiña 14 anos. Debido

a el usamos π(x) para referirnos aos números primos menores ou iguais a x. Posteriormente,
en 1798, o teorema tamén foi conxecturado por Legendre establecendo que π(x) parecía ter
a forma

x

A lnx+B
.
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Ambos, tanto Gauss como Legendre, estableceron notables mellorías para dita conxectura,
ata conseguir o resultado tal e como o coñecemos hoxe en día. Cabe mencionar que �xeron
contribucións a este propósito Chebyshev, Riemann e Dirichlet.

En esencia, di que os números primos menores ou iguales que x, π(x), satisfai a relación
asintótica

π(x) ∼ x

lnx
.

Non foi ata 1896 cando nos atopamos ca primeira demostración do teorema establecida
de forma independente por Hadamard e De la Vallée-Poussin.

Tanto a demostración de Hadamard como a De la Vallée-Poussin, e outras posteriores,
apoiáronse na poderosa maquinaria da teoría de funcións complexa desenrolada ó longo de
século XIX, en particular na función zeta de Riemann.

Sen embargo, a sorpresa non acababa aí. En 1949 Paul Erdös e Atle Selberg deron unha
demostración do teorema dos números primos empregando argumentos de natureza elemental.

Neste traballo, como é doado adiviñar, a proba que veremos basease na función zeta de
Riemann, ou mellor dito, no traballo de empezado por Legendre, Gauss, Dirichlet, Riemann,
Chebyshev..., culminado por Hadamard e De la Vallée-Poussin, e posteriormente... En �n.

Lema 5.8. Para T ≥ 2 tense que ∑
|γ|≤T

1

|ρ|
= O(ln2 T ),

onde ρ = β + iγ son os ceros non triviais de ζ(s).

Proba. Tense que:∑
|γ|≤T

1

|ρ|
= 2

∑
0<γ≤T

1

|ρ|
= 2

∑
0<γ<1

1

|ρ|
+ 2

∑
1≤γ≤T

1

|ρ|
= O(1) + 2

∑
1≤γ≤T

1

|ρ|
.

Acoutemos esta última suma:

∑
1≤γ≤T

1

|ρ|
≤
∑

1≤γ≤T

1

γ
=

[T ]−1∑
n=1

∑
n≤γ≤n+1

1

γ
+

∑
[T ]≤γ≤T

1

γ
≤

[T ]∑
n=1

∑
n≤γ≤n+1

1

γ
.

Agora, o número de ceros que veri�ca n ≤ γ ≤ n + 1, en virtude do corolario 4.18, non
exceden c ln(n+ 2) ≤ c ln(T + 2).

Posto que
1

γ
≤ 1

n
,

será:
[T ]∑
n=1

∑
n≤γ≤n+1

1

γ
≤

[T ]∑
n=1

1

n

∑
n≤γ≤n+1

1 = O(ln(T + 2))

[T ]∑
n=1

1

n
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e como:
[T ]∑
n=1

1

n
� ln[T ]� lnT � ln(T + 2),

conclúese que: ∑
1≤γ≤T

1

|γ|
= O(ln2(T + 2)).

De
ln2(T + 2) ≤ ln2(2T ) ≤ ln2(T 2) = 4 ln2 T,

obtense o desexado.

O seguinte teorema é o resultado forte que nos permitirá obter a proba do teorema do
número primo.

Teorema 5.9. Existe un número real c > 0 tal que para x ≥ 2 tense:

a) ψ(x) = x+O(xe−c
√

lnx)

b) π(x) = Li(x) +O(xe−
c
2

√
lnx) onde Li(x) =

∫ x
2

dv

ln v
.

Proba. Probamos a).
Polo corolario 5.7 tense que

ψ(x) = x−
∑
|γ|<T

xρ

ρ
+O

(
x ln2(xT )

T

)
+O(lnx)

para cada T ≥ 2 e x ≥ e.
Polo teorema de De La Vallée-Poussin 4.23 existe un número real a′ > 0 tal que para cada

cero ρ = β + iγ tense

β < 1− a′

ln(|γ|+ 2)
.

Entón para os ρ = β + iγ con |γ| < T :

β < 1− a′

ln(T + 2)
,

e así

|xρ| = xβ < x

(
1− a′

ln(T+2)

)
= xx−

a′
ln(T+2)

= xe−
a′

ln(T+2)
lnx.

Posto que
ln(T + 2) ≤ ln(2T ) ≤ ln(T 2) = 2 lnT,
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séguese que

− a′

ln(T + 2)
≤ a′

2 ln(T )
,

e daquela
|xρ| < xe−

a ln x
lnT

con a = a′

2
> 0.

Polo lema 5.8: ∣∣∣∣∣∣
∑
|γ|<T

xρ

ρ

∣∣∣∣∣∣� x(lnT )2e(−
a ln x
lnT ).

Polo tanto:

|ψ(x)− x| � x ln(xT )

T
+ lnx+ x(lnT )2e(−

a ln x
lnT ).

Tomemos T := e
√

lnx. Como T ≤ x, resulta que lnx ≤ x ln2(xT )

T
, e así:

|ψ(x)− x| � x ln2(xT )

T
+ x(lnT )2e(−

a ln x
lnT ) � x ln2(xT )

T
+ x(lnx)e(−

a ln x
lnT )

� x(ln2 x)e−
√

lnx + x(lnx)e−a
√

lnx, pois (ln(xT ) ≤ ln(x2))

� x(ln2 x)e−ω
√

lnx,

con ω := mín{1, a}.
Sexa λ tal que 0 < λ < ω. Tense que:

ln2 x� eλ
√

lnx, ∀x ≥ e.

En efecto, como

ĺım
x→∞

ln2 x

eλ
√

lnx
= 0,

existirá M tal que
ln2 x

eλ
√

lnx
≤ 1 ∀x ≥M.

Se M ≤ e, entón ln2 x ≤ eλ
√

lnx ∀x ≥ e.
Se e < M, entón, por ser continua a función:

x ∈ [e,M ] 7→ ln2 x

eλ
√

lnx
,

existe A tal que
ln2 x

eλ
√

lnx
≤ A ∀x ∈ [e,M ].
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Polo tanto:
ln2 x ≤ máx{1, A}eλ

√
lnx se x ≥ e.

Temos así que:
|ψ(x)− x| � xλ

√
lnxe−ω

√
lnx = xe−(ω−λ)

√
lnx.

Tomando c := ω − α, tense que

ψ(x) = x+O
(
xe−c

√
lnx
)
, ∀x ≥ e.

Vexamos que isto tamén se veri�ca para 2 ≤ x ≤ e :
Se 2 ≤ x ≤ e, será ψ(x) = Λ(2) = ln 2. Pero:

2 ≤ x ≤ e⇒ −2 ≥ −x ≥ −e,

e
Λ(2) = ln 2⇒ −2 + ln 2 ≥ ψ(x)− x ≥ −e+ ln 2 ≥ −e,

co cal
|ψ(x)− x| = x− ψ(x) ≤ e.

Ademais:
xe−c

√
lnx ≥ xe−c ≥ 2e−c (2 ≤ x ≤ e).

Logo:
|ψ(x)− x| ≤ e = c∗2e−c ≤ c∗xe−c

√
lnx,

con c∗ = 1
2
e1+c, e así:

ψ(x) = x+O
(
xe−c

√
lnx
)

tamén se 2 ≤ x ≤ e.
Probamos b).
Sexa

S(x) :=
∑
n≤x

Λ(n)

lnn
=
∑
p≤x

1 +
∑

n=pk≤x
k≥2

Λ(n)

lnn
= π(x) +

∑
n=pk≤x
k≥2

Λ(n)

lnn
.

Para cada sumando da última suma, tense que:

Λ(n)

lnn
=

ln p

ln pk
=

ln p

k ln p
=

1

k
≤ 1.

Cada primo p que aparece ten que veri�car: p2 ≤ x, é dicir, p ≤
√
x. Logo o número de

primos que aparece é ≤
√
x. Doutra parte, 2k ≤ x ⇒ k ≤ lnx

ln 2
, e así o número de k que

aparecen é ≤ lnx
ln 2

. Polo tanto:

S(x) = π(x) +O(
√
x lnx), ∀x ≥ 2.
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Consideremos a sucesión cn = Λ(n) e a función

f : [2, x]→ C, f(v) =
1

ln v
.

Aplicando a identidade de Abel vista no lema 1.13, deducimos:∑
2<n≤x

cnf(n) = −
∫ x

2

c(v)f ′(v)dv + c(x)f(x),

onde
c(v) =

∑
2<n≤v

cn =
∑

2<n≤v

Λ(n) = ψ(v)− Λ(2) = ψ(v)− ln 2.

Polo tanto: ∑
2<n≤x

Λ(n)

lnn
= −

∫ x

2

(ψ(v)− ln 2)
−dv
v ln2 v

+
ψ(x)− ln 2

lnx
,

e como ∑
2<n≤x

Λ(n)

lnn
= S(x)− Λ(2)

ln 2
= S(x)− 1,

tense que

S(x) =

∫ x

2

ψ(v)dv

v ln2 v
+
ψ(x)

lnx
+ 1−

∫ x

2

ln 2

v ln2 v
dv − ln 2

lnx
.

Tense que: ∫ x

2

ln 2dv

v ln2 v
= (ln 2)

[
−1

ln v

]x
2

= (ln 2)

[
1

ln 2
− 1

lnx

]
= 1− ln 2

lnx
,

polo que

1−
∫ x

2

ln 2dv

v ln2 v
− ln 2

lnx
= 0,

e así

S(x) =

∫ x

2

ψ(v)dv

v ln2 v
+
ψ(x)

lnx
.

Pola parte a) tense que:

ψ(v) = v +O
(
ve−c

√
ln v
)
, v ≥ 2,

é dicir
ψ(v) = v +R(v),

con |R(v)| ≤ c′ve−c
√

ln v, v ≥ 2.
Logo:

S(x) =

∫ x

2

dv

ln2 v
+

∫ x

2

R(v)

v ln2 v
dv +

x

lnx
+
R(x)

lnx
.
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Integrando por partes con f = −v, dg =
−dv
v ln2 v

:

∫ x

2

dv

ln2 v
+

x

lnx
=

∫ x

2

dv

ln v
+

2

ln 2
.

Logo:

S(x) = Li(x) +
2

ln 2
+

∫ x

2

R(v)

v ln2 v
dv +

R(x)

lnx
,

e así

|S(x)− Li(x)| ≤ 2

ln 2
+

∫ x

2

|R(v)|
v ln2 v

dv +
|R(x)|
lnx

.

Probaremos agora que esta última expresión é

� xe−
c
2

√
lnx, ∀x ≥ 2,

o cal se terá que

S(x) = Li(x) +O(xe−
c
2

√
lnx), ∀x ≥ 2.

Tense:

2

ln 2
+

∫ x

2

|R(v)|dv
v ln2 v

+
|R(x)|
lnx

≤ 2

ln 2
+

∫ x

2

c′ve−c
√

ln v

v ln2 v
dv +

c′xe−c
√

lnx

lnx

� 2

ln 2
+

∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx.

Ocorre que,
2

ln 2
≤ c∗xe−

c
2

√
lnx, ∀x ≥ 2

sendo c∗ > 0 unha constante, xa que a función x 7→ xe−
c
2

√
lnx está acotada inferiormente por

un número maior que 0 en [2,∞): decrece de 2 a e
c2

16 e crece a partir de ahí; e entón o valor

que toma en e
c2

16 é un mínimo.
Vexamos agora que∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx � xe−
c
2

√
lnx, ∀x ≥ 2.

Estudaremos separadamente os x tales que x
1
4 ≤ 2, e os x tales que 2 < x

1
4 , é dicir, os x tales

que 2 ≤ x ≤ 16, e os x tales que 16 < x.
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Se 2 < x
1
4 :∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx =

∫ x
1
4

2

e−c
√

ln vdv +

∫ x

x
1
4

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx

≤
∫ x

1
4

2

e−c
√

ln 2dv +

∫ x

x
1
4

e−
c
2

√
lnxdv + xe−c

√
lnx

= e−c
√

ln 2(x
1
4 − 2) + e−

c
2

√
lnx(x− x

1
4 ) + xe−c

√
lnx

≤ e−c
√

ln 2x
1
4 + xe−

c
2

√
lnx + xe−c

√
lnx

≤ e−c
√

ln 2x
1
4 + 2xe−

c
2

√
lnx.

Como

ĺım
x 7→∞

x
1
4

xe−
c
2

√
lnx

= 0,

resulta que
x

1
4 � xe−

c
2

√
lnx,

e polo tanto: ∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx � xe−
c
2

√
lnx, (se x > 16).

Cálculo do límite: con t = lnx o límite transfórmase en

ĺım
x 7→∞

e
1
4
t

ete−
c
2

√
t

= ĺım
x 7→∞

1

e
3
4
t− c

2

√
t

= 0.

Se x
1
4 ≤ 2 ≤ x, é dicir, 2 ≤ x ≤ 16, como a función

x ∈ [2, 16] 7→
∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx

é continua, resulta que está acoutada, é dicir,∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx ≤ B, se 2 ≤ x ≤ 16.

SexaM = mín
{
xe−

c
2

√
lnx/ 2 ≤ x ≤ 16

}
> 0. Sexa c1 tal queB = c1M

(
é dicir, c1 =

B

M

)
.

Entón, para 2 ≤ x ≤ 16:∫ x

2

e−c
√

ln vdv + xe−c
√

lnx ≤ B = c1M ≤ c1xe
− c

2

√
lnx.

Isto remata a demostración de que S(x) = Li(x) +O
(
xe−

c
2

√
lnx
)
.
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Tamén temos visto que S(x) = π(x) +O(
√
x lnx), logo:

|π(x)− Li(x)| ≤ |π(x)− S(x)|+ |S(x)− Li(x)| �
√
x lnx+ xe−

c
2

√
lnx � xe−

c
2

√
lnx,

onde o último paso é consecuencia de que

√
x lnx� xe−

c
2

√
lnx,

xa que

ĺım
x 7→∞

√
x lnx

xe−
c
2

√
lnx

= 0.

Isto proba b).

Corolario 5.10. ĺım
x 7→∞

ψ(x)

x
= 1.

Proba. Do teorema dedúcese que

ψ(x)

x
= 1 +O

(
e−c
√

lnx
)
,

polo tanto ∣∣∣∣ψ(x)

x
− 1

∣∣∣∣� e−c
√

lnx,

co que

ĺım
x 7→∞

ψ(x)

x
= 1.

A relación entre a función de Chebyshev e a función de contar números primos vista na
proposición 5.2, deste corolario séguese a proba do teorema do número primo:

ĺım
x→∞

π(x)

x/ lnx
= 1.

5.4. A hipóteses de Riemann no erro do T. do número

primo.

Nesta sección daremos un resultado relativo á hipóteses de Riemann e a limitación do
termo do erro no teorema do número primo. É o seguinte resultado:

Proposición 5.11. Sexa 1
2
≤ θ ≤ 1 un número real �xo. Equivalen:
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1) ψ(x) = x+O
(
xθ ln2 x

)
para x ≥ 2.

2) ζ(s) 6= 0 para σ > θ.

Ademais, se estas condicións se veri�ca, entón:

π(x) = Li(x) +O
(
xθ lnx

)
para x ≥ 2.

En particular, para θ = 1
2
, a hipóteses de Riemann é equivalente a:

ψ(x) = x+O
(
x

1
2 ln2 x

)
para x ≥ 2,

e isto implica
π(x) = Li(x) +O

(
x

1
2 lnx

)
para x ≥ 2.

Proba.
1)⇒ 2).

Para σ > 1 pola proposición 5.3 temos que:

−ζ
′(s)

ζ(s)
= s

∫ ∞
1

ψ(x)
dx

xs+1
.

Escribindo ψ(x) = x + R(x) con R(x) := ψ(x) − x e |R(x)| ≤ cxθ ln2 x para x ≥ 2,
obtemos:

−ζ
′(s)

ζ(s)
= s

∫ ∞
1

dx

xs
+ s

∫ ∞
1

R(x)

xs+1
dx

=
s

s− 1
+ s

∫ ∞
1

R(x)

xs+1
dx, para σ > 1.

Veremos que a integral
∫∞

1
R(x)
xs+1dx converxe uniformemente sobre cada compacto do se-

miplano σ > θ.
Sexa pois K un compacto. Existe a > θ tal que σ ≥ a ∀ s ∈ K. Entón para s ∈ K :∣∣∣∣R(x)

xs+1

∣∣∣∣ ≤ cxθ ln2 x

xσ+1
≤ cxθ ln2 x

xa+1
= cx−a−1+θ ln2 x, ∀ s ∈ K.

Vexamos que
∫∞

1
cx−a−1+θ ln2 xdx < ∞, o que determinará que a integral

∫∞
1

R(x)
xs+1dx

converxe uniformemente sobre cada compacto do semiplano σ > θ.
Integrando por partes con u = ln2 x ⇒ du = 2

x
lnxdx, e dv = x−a−1+θ ⇒ v = −1

a−θx
−a+θ,

resulta: ∫ ∞
1

cx−a−1+θ ln2 xdx =
1

a− θ

[
− ln2 x

xa−θ

]∞
1

+
2

a− θ

∫ ∞
1

x−a−1+θ lnxdx

=
2

a− θ

∫ ∞
1

x−a−1+θ lnxdx,
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de novo con u = lnx⇒ du = 1
x
dx e dv = x−a−1+θ ⇒ v = −1

a−θx
−a+θ, resulta:∫ ∞

1

x−a−1+θ lnxdx =
1

a− θ

[
− lnx

xa−θ

]∞
1

+
1

a− θ

∫ ∞
1

x−a−1+θdx

=
1

a− θ

∫ ∞
1

x−a−1+θdx =
1

a− θ

[
x−a+θ

−a+ θ

]∞
1

=
1

(a− θ)2

[
−1

xa−θ

]∞
1

=
1

(a− θ)2
.

Polo tanto a función f(s) = s
∫∞

1
R(x)
xs+1dx é holomorfa no semiplano σ > θ.

Como

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

s

s− 1
+ f(s), ∀σ > 1,

a función ζ′(s)
ζ(s)

é holomorfa no semiplano σ > θ salvo en s = 1. Isto implica que ζ(s) non ten

ceros neste semiplano, pois cada cero de ζ(s) da lugar a un polo de ζ′(s)
ζ(s)

.

2)⇒ 1). Consideremos a igualdade xa vista nun corolario previo dada por:

ψ(x) = x−
∑
|γ<T |

xρ

ρ
+O

(
x ln2(xT )

T

)
+O (lnx) , T ≥ 2, x ≥ e.

Temos que |xρ| = xβ < xθ, e daquela:∣∣∣∣∣∑
γ<T

xρ

ρ

∣∣∣∣∣ ≤∑
γ<T

|xρ|
|ρ|
≤
∑
γ<T

xθ

|ρ|
= xθ

∑
γ<T

1

|ρ|
= O

(
xθ ln2 T

)
.

Polo tanto:

|ψ(x)− x| = O

(
xθ ln2 T +

x ln2(xT )

T
+ lnx

)
.

Tomemos T = x1−θ, e consideremos polo momento o caso no que x ≥ e tal que T ≥ 2, é

dicir, x ≥ e
ln 2
1−θ , xa que

(
e

ln 2
1−θ ≥ e

)
. Dedúcese:

|ψ(x)− x| � xθ(1− θ)2 ln2 x+
x(2− θ)2 ln2 x

x1−θ + lnx

� xθ ln2 x+ xθ ln2 x+ lnx

� xθ, para x ≥ e
ln 2
1−θ .

Consecuentemente, o anterior verifícase para todo x ≥ 2.
Imos ver agora que de 1) se obtén a estimación indicada para π(x).
Considerando as igualdades seguintes, conseguidas na proba do teorema 5.9:

S(x) = π(x) +O
(√

x lnx
)
,
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S(x) =

∫ x

2

ψ(x)

v ln2 v
dv +

ψ(x)

lnx
.

Por hipóteses ψ(v) = v +R(v), sendo R(v) = ψ(v)− v e |R(v)| ≤ c′vθ ln2 v, c′ > 0.
Logo:

S(x) =

∫ x

2

dv

ln2 v
+

∫ x

2

R(v)

v ln2 v
dv +

x

lnx
+
R(x)

lnx
.

Integrando por partes con f = −v, dg =
−dv
v ln2 v

, obtemos que;∫ x

2

dv

ln2 v
+

x

lnx
=

∫ x

2

dv

ln v
+

2

ln 2
,

e así

S(x) = Li(x) +
2

ln 2
+

∫ x

2

R(v)

v ln2 v
+
R(x)

lnx
,

co cal

|S(x)− Li(x)| ≤ 2

ln 2
+

∫ x

2

|R(v)|
v ln2 v

dv +
|R(x)|
lnx

≤ 2

ln 2
+

∫ x

2

c′vθ ln2 v

v ln2 v
dv +

c′xθ ln2 x

lnx

=
2

ln 2
+ c′

∫ x

2

vθ−1dv + c′xθ lnx

=
2

ln 2
+ c′

[
vθ

θ

]x
2

+ c′xθ lnx

=
2

ln 2
+ c′

xθ − 2θ

θ
+ c′xθ lnx

≤ 2

ln 2
+ c′

xθ

θ
+ c′xθ lnx

� xθ lnx.

Así pois
S(x) = Li(x) +O

(
xθ lnx

)
e tendo presente que

S(x) = π(x) +O
(√

x lnx
)
,

das dúas anteriores séguese

|π(x)− Li(x)| ≤ |π(x)− S(x)|+ |S(x)− Li(x)|
�
√
x lnx+ xθ lnx

� xθ lnx,

(
pois

1

2
≤ θ

)
.



138 CAPÍTULO 5. O TEOREMA DO NÚMERO PRIMO

É dicir,
π(x) = Li(x) +O

(
xθ lnx

)
.
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