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Resumo

No presente traballo preténdese dar unha xeneralizaciéon dos operadores de derivacién e integracién ordinarios a unha
orde arbitraria, non sé unha orde natural, como ata agora estabamos acostumados. Para tal fin é necesario introducir as
funcions gamma e beta de Euler, cuxas propiedades non pasaran desapercibidas 6 longo do mesmo. Importantes de por
si, na teoria fraccionaria non o son menos. A xeneralizacién a unha orde arbitraria de integracién pasa, como non, por
Euler e a sta funcién gamma. Introducidas estas funcions, o seguinte paso e cofiecer como a transformada de Laplace
aparece de xeito adecuado na resoluciéon de ecuaciéns diferenciais ordinarias, e non menos importante é o concepto de
convolucién, que tamén introducimos, o cal esti estreitamente relacionado co operador de Laplace, como veremos.

Xeneralizado o célculo ordinario a unha orde arbitraria, centrdmonos no que segue en recalcar as propiedades dos
operadores de integracion e derivacion fraccionaria. Tales operadores, nalgtns casos, perden propiedades universais con
respecto aos ordinarios, pero a cambio incorporan outras caracteristicas que 6 longo do traballo iremos remarcando.
Como é unha méxime no traballo, calculamos a transformada de Laplace de todos eles, co fin de aplicar o método da
transformada de Laplace 6 de resolucion de ecuacions diferenciais fraccionarias, EDF.

Abstract

In this work our main aim is to give a generalization of the operators of differentiation and integration to an arbitrary
order, not just a natural order, as usual we were accustomed. In order to get our goal we need to introduce the functions
gamma and beta of Euler, whose properties do not go unnoticed during the same. Important in their self, in the fractional
theory are not less. The generalization to an arbitrary order of integration is, of course, due to Euler and his function
gamma. Introduced these functions, the next step is to learn how the Laplace transform appears appropriately in solving
ordinary differential equations, and not least important is the concept of convolution, which is introduced and is closely
related to the Laplace operator.

Generalized ordinary calculation to an arbitrary order, we focus on what continues to emphasize the properties of
operators of fractional integration and derivation. Such operators, in some cases, lose universal properties with respect
to the ordinary, but instead incorporate other features throughout the work will remarking. As is especially at work, we
calculate the Laplace transform all of them in order to apply the method of the Laplace transform to solve differential
equations fractional, FDE.



Introducion

Dada unha funcion diferenciable f, definida nun intervalo (a,b), a derivada D asigna a f unha nova funciéon D f(x) =
f'(z). Derivando novamente D(Df(x)) = Df'(x) = f"(x).

En xeral a derivada n—ésima de f é D" f(z) = D(D"'f(z)) = f")(z), sendo n un enteiro positivo.

A notacién de Leibniz, introducida en 1695 nun artigo seu, para referirse 4 derivada n—ésima dunha funcion:

_¢f

T dxm

F () (z),
deu lugar a formular preguntas como que ocorreria se n = %, feita por L "Hopital.
Esta pregunta, en principio inofensiva, rapidamente foi reformulada no seguinte contexto:

i, Poderia ser n calquera nimero: real, complexo, irracional...?

Se f: R — R é unha funcién continua, a primitiva de f é a funcion

:EGRH/If(t)dt
0

que denotaremos por I f(z). Pédese integrar novamente considerando a funcién I (If(z)) = I*f(x).
En xeral a primitiva n—ésima de f sera I" f(z) = I (I"7! f(z)) .
Veremos que I" f(x) podese expresar como unha integral da funcion f dando lugar & formula integral de Cauchy para

as integrais repetidas:
x Tn—1 T 1 x
f(t)dtdzy ... dx,, 1 = 7/ (x —t)" L f()dt
L] s s = o2 | v

O

onde I" denota a funcién gamma de Euler.

En 1730 a pregunta plantada por L “Hopital parece ser que espertou a curiosidade de Euler, quen tratou de xeneralizar
a funcién factorial, I'(n) = (n — 1)!, a valores non enteiros. Este obxectivo cumpriuno a través da funcién gamma de
Euler, de especial transcendencia na teoria global matemaética, e en particular, na fraccionaria.

A raiz de aqui, a expresion anterior poderia ser xeneralizada a un orde arbitrario o > 0, e é a que marcara o inicio
do calculo fraccionario.

Nace asi a expresion:

° f(z) = ﬁ /Ox(x — o ()t

e conécese como integral fraccionaria de orde o de Riemann-Liouville.

Como vemos o enfoque de Riemann-Liouville atopou a stia razén de ser a través do concepto de integracion repetida, e
a posterior xeneralizacién a unha orde arbitraria a través da funciéon gamma de Euler. Unha mesma importancia quixeron
descubrir no senso da derivada fraccionaria, e 0 mesmo instinto matemético, baseado nos anteriores, foi usado para tal
fin, o que levou a xeneralizar a derivada clasica a unha orde fraccionaria do seguinte xeito:

(D[] (z) = [D" 1" f] (x),

onden = [a]+1se a ¢ NU{0} en = ase a €N, e tamén se denomina derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
de orde a.

Estes operadores de derivacién e integracion fraccionaria cobran especial protagonismo nun novo marco de ecuaciéons
diferenciais: as ecuacions diferenciais fraccionarias.
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X INTRODUCION

No capitulo primeiro introducimos as funciéons gamma e beta de Euler, asi como as stas propiedades mais relevantes.
Ambalas duas cobran especial protagonismo, tanto na xeneralizacion a unha orde de integracion e derivacion arbitraria,
como nas propiedades destes operadores. Seguidamente, co fin de describir un método que permita resolver ecuaciéns
diferenciais de orde fraccionario, introducimos unha nova ferramenta de resolucién baseado no concepto de transformada
integral.

O concepto de transformada, como o seu propio nome indica, consiste en transformar unha funcién dada noutra
funciéon. Na fisica matemética son de especial importancia as transformadas integrais:

/Ktp (t)dt.

De K (t,p) dise que é o ntcleo da transformacion e F(p) é a transformada.

A eleccién do nucleo e dos limites de integracion da lugar a distintas transformadas, sendo unha delas a que nesta
primeiro capitulo introducimos: a transformada de Laplace.

Descritas as sias propiedades, de entre as que destaca o teorema de convolucién, asi como a siia aplicacién 4 hora
de resolver ecuacions diferenciais, en principio de orde enteiro, 6 final deste primeiro capitulo pénense de manifesto todas
elas a través de exemplos que ilustren a teoria descrita. De entre eles, de especial relevancia historica, é o problema
mecanico de Abel, que describiremos, e veremos como a transformada de Laplace intervén de forma decisiva na sua
resolucion.

No capitulo dous introducimos a xeneralizacién dos operadores de derivacion e integracién ordinaria a unha orde
arbitraria. Recalcadas as propiedades mais relevantes, tanto no caso fraccionario da integral como no da derivada, a
continuacién obtemos as siias transformadas de Laplace para posterior aplicaciéon & resolucién de ecuaciéns diferenciais
fraccionarias, especialmente ttil neste contexto. A aplicaciéon deste método de resolucion de ecuacions diferenciais frac-
cionarias, ao igual que no ordinario, caracterizase principalmente porque na sda aplicaciéon témanse en consideraciéon as
condicidns iniciais, de xeito que, nos problemas de valor inicial, obtense inmediatamente a solucién particular, evitando
asi a determinacién dunha solucién xeral, e posterior calculo das constantes.

A aplicaciéon deste método, que no caso ordinario atopa unha interpretacion fisica clara, non atopa o seu homologo
no caso da derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, pois conxuntamente co operador de Laplace require o emprego
de condiciéns iniciais de orde fraccionario, por exemplo, do tipo:

limy o+ D1 f(t) = by,
im0+ D*2f(t) = by,

limy_,or DO F(t) = b,.

Asi pois, ainda que os problemas de valor inicial nos que a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville cobra prota-
gonismo poden ser resoltos de forma xeitosa, a stia solucién é pouco tutil, no senso que non ¢é clara a interpretacion fisica
cas condiciéns anteriormente descritas. Isto plantou a necesidade de dar novas definiciéns de derivadas fraccionarias que
consideraran interpretacions fisicas nun xeito natural, como os problemas da época requirian.

Previsto por Liouville, a testemufia foi recollida por M. Caputo, que introduciu unha nova definiciéon de derivada
fraccionaria que aplicada conxuntamente co operador de Laplace, tifia a vantaxe con respecto & anterior, que unicamente
requiria cofiecer os valores iniciais da funcién f considerada e das stas sucesivas derivadas de orde enteiro, f(0), f/(0), ... .

Estamos falando da seguinte definicién de derivada fraccionaria segundo Caputo:

“Df(x) = 1" (D"f) (x)
1

— * T — n—a—1 p(n)
e [ @ wan,

Ante este novo marco de calculo con operadores de orde fraccionaria ou arbitraria, tratamos ao longo do capitulo
dous establecer as similitudes e diferencias que gardan cos operadores de derivacion e integraciéon ordinaria, como o lector
podera comprobar. A maioria de exemplos, van destinados a tal fin, e poneran de manifesto como propiedades universais
no senso clasico, non se conservan en xeral, ao pasar a unha orde de integracién ou derivacién fraccionaria.

Debido a sta importancia dentro do mundo do célculo fraccionario, tamén introducimos 6 final do capitulo a fa-
milia des funciéns de Mittag-Lefller. Asi como a exponencial xorde dun xeito natural como soluciéon de ecuacions
diferenciais de orde natural, este papel ven sendo representado no mundo fraccionario polas funcions de Mittag-Leffler,
presentandose como solucioén natural de ecuaciéns diferenciais fraccionarias. Veremos como a funcién de Mittag-Lefller é
unha xeneralizacién de moitas funciéns conecidas, e de feito, a propia exponencial pode ser vista coma un caso particular
da mesma.

Como é costume neste traballo, na seccién de aplicacions, e tltima do capitulo dous, expoénense exemplos que ponen
en escena a teoria desenrolada.



INTRODUCION X1

No referente ao operador de integracion fraccionaria, describiremos un método que permitird resolver algunhas ecua-
ciéns diferenciais fraccionarias.

Para dar senso 4 necesidade da teoria fraccionaria, a derivada fraccionaria cobra especial protagonismo na ecuacion
de Bagley-Torvik, que ven describindo o movemento dunha placa de masa m somerxida nun fluido newtoniano. Aqui
dita derivada aparece dun xeito natural, sen ser obra da nosa eleccién, cobrando asi especial protagonismo na modelaxe
dun fenémeno fisico real.

No capitulo tres, e ultimo, a relevancia do célculo fraccionaria adquire unha matiz especial. Duas ecuaciéns dife-
renciais fraccionarias cobran aqui protagonismo: a ecuacién de sub-difusién e as ecuaciéns de reaccidon-difusiéon
da fisica-matematica.

No referente a primeira, establécese a relacién entre o célculo fraccionario, a funcién zeta de Riemann e os nimeros
primos, e consecuentemente ca Hipoteses de Riemann.

No referente a segunda, destacase a importancia de usar para a modelaxe de certos fenomenos de dispersion, co-
mo por exemplo un fenémeno contaminante, o calculo fraccionario. As soluciéns analiticas son dunha complexidade
extraordinaria, como o lector podera comprobar, sendo nas mesmas protagonista a funcién de Mittag-LefHer.

Por ultimo, gustarfame nomear a bibliografia empregada, posta na memoria deste traballo, para & realizaciéon do
mesmo:

Capitulo 1: [2], [4] e [7].

Capitulo 2: [1], [2], [3], [5], [6] e [8].

Capitulo 3: [9] e [10].

Ademais do descrito con anterioridade, aparte da teoria matemética desenrolada, tamén tratei de dar un enfoque
histoérico 6 traballo, motivando as definiciéns de acordo co contexto historico da época, asi como a necesidade das mesmas.
Neste marco, tampouco esquecin a vida dos protagonistas, mateméaticos dos que moitas veces s6 temos en conta os seus
logros, sen saber nada acerca deles, as stuas vidas, crenzas, ... .

As distintas graficas que se van mostrando foron realizadas co programa Geogebra.

Naturalmente, calquera erro de calculo ou comprensién e achacable 6 que subscribe, en ningin caso as referencias
mencionadas.
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Notacion

Sexa Q = [a,b] con (—o0 < a < b < 00), 2 C R. Escribiremos Ly(a,b), 1 < p < oo, para referirnos o espazo de
funciéns Lebesgue medibles f sobre 2 para as cales || f ||,< oo, sendo:

b »
I f = (/ If(t)lpdt> (1<p <o)

Se escribimos AC(a, b], entenderemos que nos estamos referindo o espazo de funcions f as cales son absolutamente
continuas sobre [a, b].
E un feito conecido o seguinte:

feAﬂmﬂéfQFW+/wMW#(Mﬂehmﬁm

sendo ¢(t) = f'(t) e c = f(a).
Para n € N o espazo a AC"[a,b] vai caracterizar as funciéns f que tefien derivada absolutamente continua ata orde
n — 1 sobre [a, b], isto é:

d
AC"[a,b] = {f : [a,0] — R tales que D"~ f(x) € AC[a, )], <D = d> } .
T
En relacién aos operadores de orde fraccionaria que introducimos a partir do capitulo dous, existen diversas definicions
sobre os mesmos. Non é obxectivo deste traballo enuncialas todas, pero se mostraremos algunha a continuacién para
entender a notacién empregada neste traballo.
Para f € Li(a,b) as integrais:

[”%ﬂ@Zd@[@4Wmew>m

[“iﬂ@=&®5@4wvwwb>%

conécense como integrais fraccionarias de Riemann-Liouville de orde o > 0.
Para funciéns f(z) definidas nun intervalo [a, b] as expresions:

{RLDZCJrf} (x) = [D"I'7f](z), n—1<a<n,

"Dy 1] () = [0S @) n-1zas<n

son conecidas como as derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orde o > 0, pola esquerda e pola dereita, respec-
tivamente.

Como digo, non son tnicas, e debido a que diversos autores ofrecen definiciéns de operadores fraccionarios de orde «,
é moi comiin acompanalos cas iniciais dos mesmos, neste caso RL, pero isto en xeral omitirémolo, e de darse o caso de
ter que diferenciar entre algunha definicion, especificarémolo.

No presente traballo centramos nos operadores de integracion e derivacién fraccionaria de orde a > 0 de Riemann-
Liouville, concretamente no caso en que a = 0. E por iso que facilitaremos a notaciéon do seguinte xeito:

{RL[gf} (z) = I°f(x),
("D} 1] (x) = D*f(@). n-1<a<n

XIII



X1V NOTACION

No que a derivada fraccionaria se refire, tamén introduciremos unha definicién ofrecida por M. Caputo, para distinguila
escribiremos © D f(x). Os detalles relativos a stia interpretacion con respecto a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
estan postos de manifesto ¢ longo do traballo, polo que non os especificaremos aqui.

No que respecta aos operadores de orde fraccionario, convén estar familiarizado cos seguintes espazos:

ar(Lp) ={f : =130, ¢ € Lp(a,b)},

Il?— (LZD) = {f f = I;)X_gﬁ, ¢ € L;D(aab)}7
L%(a,b) ={f € Li(a,b) : D“f € L1(a,b)}.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. A funcién gamma de Euler.

Nesta seccién temos como tnico obxectivo recordar algunhas das propiedades da funciéon gamma, de Euler. De especial
transcendencia na teoria global matematica, esta funcién foi introducida por primeira polo matematico suizo Leonhard
Euler co obxectivo de xeneralizar a funcién factorial a valores non enteiros. A sta importancia adquiriu notable fama, da
que hoxe en dia ainda fai gala, e foi por iso que numerosos matematicos involucraronse no estudo da mesma. De entre
eles poderiamos citar a Gauss, Legendre, Liouville ou Weierstrass.

Dita funcién pertence & categoria de funciéns transcendentes especiais, e algunhas constantes matematicas, digamos
curiosas, como o nimero 7, atopan a sta representaciéon a través da mesma. Entre as distintas areas de estudo nas
que aparece, poderiamos destacar a teoria da funcién zeta de Riemann, teoria de nimeros, aplicacién na resolucion de
integrais impropias, series hiperxeométricas..., e como non, no traballo presente cobra especial protagonismo & hora de
estender os operadores de integracion e derivacién ordinarios a unha “orde arbitraria”. Verémolo...

Comezamos introducindo a sta definicién mediante a sta representacién integral:

Definicién 1.1. A funcion gamma de Euler I": (0,00) — R definese como:
I(z) = / e 't""tdt, para z > 0.
0

Esta é unha boa definicién no senso de que o integrando representa unha funcién integrable.

En efecto, ponamos:
o) 1 [e%s}
/ ettt = / e T at +/ et = I, + I,
0 0 1

e vexamos que cada unha das integrais do lado dereito son converxentes.
Para I; se > 1 o integrando representa unha funcién continua, e polo tanto integrable. Quizais o caso de especial
interese é considerar valores de x tales que 0 < z < 1.
Asi, para t > 0 temos que:
0<t*temt <t

1 1 tI
/ t*Ldt = l’m/ t*~1dt = lim ()
0 y—0 y y—0 xX

1
=—, x>0,
x

€ como

1

Y

é converxente, polo criterio de comparacion, I; tamén o é.
Doutra banda, para x > 0 tomando f(t) = e~ 't*~1 e g(t) = t~2 resulta que:
) efttcllfl t:E+1
lim ——— = lim — =0,
T—00 t—2 r—o00 €
. . . s L oqe - . . 0o ,_9
e polo criterio de comparaciéon por paso ¢ limite, a integral I> ten o mesmo caricter que f1 t~=dt, a cal resulta ser
converxente.
Comprobada esta boa definicién, antes de involucrarnos nas propiedades da funcién gamma de Euler, recalcamos
duas representacions integrais cofiecidas como funcions gamma incompletas.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Nunha delas varia o limite varia o limite inferior de integracion:

I(x,y) :/ e 't"tdt, y>0.

Y

Na outra, ocorre que:
Y
v(z,y) :/ et dt, y > 0.
0

Vexamos entén as principais propiedade da definicién 1.1.
Propiedades:
G1): (Ecuacion funcional) Para « > 0 camprese que I'(z + 1) = 2T'(z).
Sexan «, 3 € R tales que 0 < a < 5.
B
/ e Hmdt,
[e3%

Facendo integracion por partes na integral
con u = t*, logo du = zt*~'dt, e dv = e~'dt logo v = —e ™!, esta convértese en
B

8
/ e tdt = (—t7e )’ +:c/ et dt
@

[e3%

B
=a%e ™ — BT P 4 ;U/ e~ tt* L,

(e

que pasando limites cando a — 07 e 8 — +o0, a ambos lados, resulta
o0 o
Mx+1)= / e 'rdt = x/ e 't dt = o (2).
0 0
G2): Consecuencia da definicion, I'(1) = I'(2) = 1.
oo y
I'(1) = / e7'dt= lim [ e7'dt= lim (—e7") |0 =1.
0 y—oo Jg Yy—00

Tamén, facendo integracion por partes, resulta

I'(2)

SS] Y
/ e~ ttdt = lim e~ ttdt
0

y—oo Jq

Y Y e’}
= lim {(—te_t) +/ e_tdt} :/ e~ tdt
0 0 0

Y—>00

—T(1) = 1.

G3): Sen € N, enton I'(n + 1) = nl.
Dado que para todo = > 0 se cumpre que I'(z + 1) = 2T'(z), en particular para n € N, sera

I'n+1)=nl(n) =n(n—-1)T(n-1)

=nn—-1)(n-2T'n-2)

=n(n—1)(n—2)--2I'(1)

=nl,

pois I'(1) = 1.
Para n = 0, definese 0! =T'(1) = 1.
G4): (Férmula de duplicacion) Para cada ntimero natural,

r'(2n)T (;) = 22"~ ()l <n + ;) .

1 2n)! 1
Primeiramente imos ver que I' (n + = | = (2n) '(=).
2 22np) 2




1.1. A FUNCION GAMMA DE EULER.

En efecto, e(net) = (n-2)r(n- 1)
(-3 (-2)r(-
(Dl
(-6

= (- 1)@n-3)(2n -5)--5-3-1-T (i)
- ()
()

- ggj:lr <;) ’

2n —1)! 2n)!
onde usamos a identidade (2n — 1)!! = ((2:_ 2))” = (27:2' .

Por outra banda

I'2n)=T(2n—-1+4+1)=(2n—1)!
=(2n—1)(2n —2)(2n — 3) ---nI'(n).

Asi,
L)L (n+3) _ T(n) il (3)
I'(2n) (2n—1)(2n —2)(2n — 3) ---nI'(n)
_ T(n)2n(2n—1)(2n—2)--3-2-T ()
~ 22n(2n — 1)(2n — 2)(2n — 3) - nl'(n)
2 1

-t (2) |

En fin,

IW = 2%1‘ (;) = I'(2n)I (;) =22"~17(p)T (n + ;) .

1
G5): Verificase que T (2> = /7.

Da definicion 1.1, sera

1 o0
r () :/ e 2L,
2 0

que tomando o cambio de variable u = t%, esta convértese en:
1 o o 1
r () :/ et 2t :/ e " ~2udu
2 0 0 u
o0
= 2/ e du =2 (ﬁ)
0 2

:ﬁ7

onde empregamos o resultado ben conecido:

/ e dt = /7,

— 00



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

e o feito de que f(t) = e~t* ¢ claramente unha funcion par, co cal

/ e*“dt:2/ e dt = /1,
—00 0

de onde

/ - e Vdt = ﬁ
0 2

Hai mais caracterizacions sobre a funcién gamma de Euler, que de seguro facilitaran se cabe ainda mais a comprensién
das anteriormente descritas, pero a sta proba require desenrolar unha teoria sobre produtos infinitos que non é obxectivo
deste traballo.

De entre elas, destacamos as seguintes:

G6): A sta definicion como produto infinito, consecuencia do teorema de factorizacién de Weierstrass:

1 s T Py
— yr 1 7) ~
I'(x) e H ( + n) "

onde v é a constante de Euler.
G7): (A féormula de Euler)

G8): (A formula de Gauss)

G9): (Formula de complemento) Para x > 0 non enteiro, verificase:

s

P@)l(1l-2)=

senmx

Destacadas estas propiedades, tratamos a continuacién de introducir unha funcién non menos especial, e estritamente
relacionada ca gamma de Euler:

1.2. A funcién beta de Euler.

Nesta seccién introducimos a funcién beta de Euler, asi como as stias propiedades mais salientables, que apareceran
dun xeito natural a través das debidas xustificacions das definiciéns que iremos ofrecendo.
Dada unha funcion f, en ocasions pode resultar ser util expresar f(z + y) en termos de f(x), f(y), tal como ocorre

ca funcion exponencial:
etV = e%eY,

Esta observacién vainos permitir dar unha xustificacién da definiciéon da funcién beta de Euler, que a continuacion
introducimos:

Definicién 1.2. A funcién 8 : (0,00) x (0,00) — R dada por

1
Mamz/tﬁwr%w*w 2y >0,
0

denominase funciéon beta de Euler.
Esta é unha boa definicién no senso que o integrando representa unha funcién integrable.
En efecto, ponamos:

1

1 2 1
/ (1 —t)vtdt = / A R U 1 +/ T 1=t dt = I + I,
0 0 3

2

e vexamos que cada unha das duas integrais do lado dereito son converxentes.
Para ilo imos considerar o criterio de comparaciéon por paso 6 limite.
Consideramos f, g : [0,3) — R dadas por:

F) = A=t gt =
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Como
A =)yt
i (A=)

=1
t—0+ tz—1

)

1
polo devandito criterio, I; ten o mesmo caracter que a integral f02 g(t)dt. Pero:

' dt = ! d
t)dt = t
/0 9(t) /0 time

é converxente se, e s6 se, 1 —x < 1, é dicir, se, e s6 se, z > 0.

=

Para verificar que a segunda integral é converxente, o razoamento é analogo, salvo o dominio de definicién que agora
¢l egt) =1ty "
Como
tmfl 1—¢ y—1
Iim —( ) =1,
t—1- (1 — t)y71

I, ten o mesmo caracter que a integral:
1 ) 1 1
— Y g = -
L (1—t)yvtat /l 8 —t)l—ydt’
2 2

que tamén sabemos que é converxente se, e s6 se, 1 —y < 1, é dicir, se, e s6 se, y > 0.
En definitiva:

1
Blz,y) = / t" 11 —t)¥"'dt, é converxente < z,y > 0,
0

o que corrobora a boa definicion.
Consideremos agora na definicién da funcién beta o cambio:
t U 1

YT 1+u (1—|—u)2u

Entoén:

Afirmamos que:

/oo e Ple g = @_
0

pa

En efecto, tomando u = pt = t = % = dt = d?“, temos:

-1
/Oo e Phelgr = - e (u) i d—u
0 p p

o
— / e—uua—ldy
0
)

(%

— S

3%

P>
Facendo p =1+ u, a = ¢ + y do anterior dedticese:

1 1 o0
_ 7(1+u)ttw+y71dt
(T +u)ets r<x+y>/o ‘ ’
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que substituindo en (1),

oo 1 o0
z, _ uw—l (/ e—(l-‘ru)ttw-‘ry—ldt) du
e = [ Torm) Jo
1 o0 oo
= 7/ e tprty—l (/ e“tuzldu> dt, (Fubini)
L(z+y) Jo 0

1 o T
= m/ ety ty—1 %dt, (pola afirmacion)
= & /OO efttyfldt
I'(z+y) Jo
_ M)y
Pz +y)
O céalculo mostrado pon de manifesto as duas seguintes propiedades fundamentais da funcién beta:
['(z)I(y)
B1 Z, = = -
) Bz.y) = ¢ @ty

B2) 3(z,y) = B(y, ).

Se consideramos o cambio t = sen? f na integral
02
/ (1 —t)vdt,
01

onde 0 < 07 < 05 < 1, obtemos:

72 arcsen /0>
/ 1 =)t = 2/ sen®*"2(#) cos®¥ ~2(6) sen(#) cos(0)do
01 arcsen /07

arcsen /0>
= 2/ sen®* () cos®¥ ! d),
arcsen /01

que pasando limites cando 7 — 0T, 6 — 17 :

™

B(z,y) = 2/05 sen®”~1() cos® 1 (0)d#,

obtendo asi unha forma anéloga & definicién 1.2.
A xustificaciéon de expresar a funcién beta deste xeito tamén a atopamos na funcién gamma.
Dados z,y > 0, da representacion integral da funcion gamma temos:

F(x)F(y)—/ e %" 1ds/ e Y tdt

/ / —(s+t) r— lty 1det

Facendo ¢t = u? e s = v?, logo dt = 2udu e ds = 2vdv, quédanos:

*4/ / (u?+0%) v** 12" dudv, (Fubini)

que pasando a coordenadas polares con u = r cos(f) e v = rsen(f), resulta:
oo 3
(z)T(y) = 4/ r2($+y_1)e_7"2rdr/ sen®* 1 (0) cos® 1 (0)db.
0 0

Por tltimo, tomando ¢ = r?, logo dr = 4, obtemos:

™

I'(z)T(y) = 2/ t””ﬂ’_le_tdIf/2 sen®*~1() cos?¥ 1 ()do
0 0

™

=20 (z + y)/2 sen®*~1(0) cos® 1 (0)do,
0
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é dicir,
L(z)C(y)
Iz +vy)

e da propiedade B1 obtense o desexado.

As propiedades descritas relativas s funcions gamma e beta de Euler son de seguro coiiecidas. Ambalas diias xogan
un papel moi importante 4 hora de xeneralizar os operadores de integracién e derivacion ordinarios a unha orde arbitraria
a > 0. Non s6 permitirian abarcar tal xeneralizacién, senén que tamén permiten describir propiedades transcendentes
dos devanditos operadores. Todo isto verémolo ... .

Na bibliografia posta na memoria do traballo, poden refutarse, concretamente no libro de Karatsuba, etiquetado
como [2], ou no de Podlubny, que ven sendo [6], ainda que existe unha ampla bibliografia mateméatica onde poden ser
consultadas.

= 2/2 sen®*~1(6) cos?~1(0)d#,
0

Recension matemdtica: Leonhard Paul Euler (1707 — 1783). Foi un matemdtico e fisico suizo. O andlise matemdtico
é testemuria dun dos grandes zenios da historia. A notacion f(x), a formula €™ + 1 = 0, as funcidns trigonométricas, a
definicion do mimero e, a irracionalidade de ((2), a unidade imazinaria i, e un longo etcétera, son algunhas das mara-
billas cas que nos podemos deleitar ¢ abrir algun texto matemdtico.

O longo da stia vida a sia investigacion matemdtica veu a supoiier 6 redor de 800 publicacidns anuais. Ningin matemd-
ticos superou xamais a producion de Euler, a quen o académico francés Frangois Arago alcumou “O andlise encarnado”.
Durante case medio século despois da sia morte continuaron aparecendo obras inéditas de Fuler nas publicacions da
Academia de San Petersburgo.

Pronto adquiriv fama internacional. A sia facilidade para realizar cdlculos que involucraban cifras moi elevadas era
notable. Contase que sabia de memoria as seis primeiras potencias dos cen primeiros nimeros. Os seus alumnos reco-
rrian a el para corroborar certos cdlculos de series infinitas quedando pasmados ca ferramenta de cdlculo de seu profesor.

A pesar de ser un gran zenio non presumia dilo. A sua persoa era respectada por personazes da alta mobreza. De
feito recibia invitacions constantes de diversos paises para traballar ali.

Durante a invasion rusa a Alemaria o exército saqueou unha granza que era da sia propiedade. O acto chegou a co-
necemento do zeneral e a perda foille rapidamente reposta, inclusive foi obsequiado con 4000 florins pola emperatriz
Isabel cando se decatou do sucedido.

A producion matemdtica de Euler englobaba as matemdticas como un todo comin. Practicamente todas as fronteiras
matemdticas, tanto pura como aplicada, dos miveis mdis elementais ata os mdis avanzados, foron testemuna da sia
pluma. A notacion matemdtica empregada hoxe en dia pddese afirmar que € mdis debida a Euler que a ningiun outro
matemadtico o longo da historia.

A vista de Euler viuse en decaida a partir dos seus 30 anos. Durante un acto de guerra, o fogo cruzado provocou chamas
de lume na casa de Euler. Un compatriota, Peter Grim, salvou a Euler do lume, estaba practicamente cego. Ainda que
se perderon algins libros, salvouse a sia vida, moito mdis importante, e alguns dos seus escritos mdis prezados. Unha
operacion devolveulle a vista, pero esa alegria duroulle ben pouco. Os iultimos dezasete anos da sia vida pasounos sen
apenas vision, pero min esa trazedia conseguiu interromper a siuas investigacions e publicacions cientificas.

Faleceu en 1783 a idade de 76 anos, de maneira case repentina mentres tomaba té e xrogaba cun dos seus netos.

Neste traballo, como vimos advertindo, as definicidns establecidas sobre a funcion gamma e beta de FEuler, asi como
as suas propiedades, permitiran xeneralizar os operadores de integracion e derivacion a unha orde arbitraria o > 0.
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1.3. A transformada de Laplace

O concepto de transformada, como o seu propio indica, consiste en transformar unha funcién noutra funcion.
En realidade isto non é de todo novo:

i) A derivada D asigna a unha funcién diferenciable definida nun intervalo (a,b) unha nova funcion Df = f’.
ii) Tamén a integral I asigna a unha funcién continua f definida nun intervalo (a,b) unha nova funcion

- / " fyat

Neste contexto, resultan de especial interese aquelas transformadas que sexan lineais, e dicir, para f e g funciéns
dadas, a sta transformaciéon T verificaré:

T(Nf +pg) =AT(f) +uT(g), A peR

Na fisica matematica, son de gran importancia as transformadas integrais que fan corresponder a unha funcion f(t)

outra funcién:
/ K(t,p)f

De K(t,p) dise que é o nicleo da transformacion e F'(p) é a transformada.

A eleccién do nucleo e dos limites de integracion da lugar a distintas transformadas, sendo unha delas a que nesta
seccion presentamos: a transformada de Laplace.

Aqui, dita transformada proporcionara un método moi util para a resolucién das ecuacions diferenciais lineais que
frecuentemente aparecen en problemas relativos &4 enxeneria.

Os pasos a seguir describirémolos na seccién de aplicaciéons do presente capitulo.

Unha das principais vantaxes deste método reside no feito de que durante a stia aplicaciéon tomanse en consideracion
as condicions iniciais de xeito que, nos problemas de valor inicial, obtense inmediatamente a solucién particular, evitando
asi a determinaciéon dunha solucién xeral, composta dunha particular mais unha homoxénea, e posterior calculo das
constantes, como na carreira acostumébamos.

Pero non todo son vantaxes. Este método operacional pode dar lugar a resultados erréneos, se non temos en conta o
cofiecemento da teoria que os establece, pois a facilidade mecéanica da sua aplicacién invita a ilo.

En [7] da bibliografia advirtese deste feito.

Nun enfoque histérico, as transformadas integrais en matematicas aplicada tefien a sta orixe nos métodos clésicos
de Fourier e nos métodos operacionais de Heaviside (1850-1925). Ambolos dous son de sobra cofiecidos por calquera de
nos, pero se cabe, referindonos 6 ultimo, cabe mencionar que empregou métodos non correntes da sia propia invencion
para resolver os seus propios problemas. Oliver Heaviside, xenio solitario, non posuia formacién universitaria, e por iso
que, os contemporaneos da época non consideraban os seus métodos como eficaces, ainda que funcionaban.

Hoxe en dia a aplicacién de métodos operacionais na analises matemaética, que orixinariamente foron introducidos por
Leibniz, son tan antigos como o propio calculo, pero o seu uso, amplamente estendido na tecnoloxia moderna, débense
mais a Heaviside que a calquera outro matematico da nosa historia.

Sen mais preambulos...

Definicién 1.3. A transformada de Laplace dunha funcion f(¢) definida en (0,00) é unha funcion L[f(¢)] obtida
mediante a seguinte transformacién integral:

Clf(t)] = / TP f(t)dt = F(p), parap >0

O parametro p pode ser tomado como un nimero complexo, p = o + 47, e en tal caso p > 0 tomaria protagonismo
como Re(p) > 0.

A vista da definicién é claro que a transformada de Laplace est4 suxeita & existencia da integral impropia do lado
dereito, é dicir, a que:

3 lim ' e PLf(t)dt = /OO e PLf(t)dt
0

T—>r00 0

A continuacién establecemos unhas definicions ben coniecidas co fin de enunciar unha condiciéns suficiente de existencia
de transformada de Laplace.

Definicién 1.4. Dise que unha funcién f(t) é continua a cachos en (a,b) con a,b € R, se f(t) é continua en tddolos los
puntos de (a,b) agas nun namero finito deles, nos que f(¢) debera ter limites laterais finitos.

Noutras palabras se a = ¢ < 21 < 23 < +» < Zp—1 < T, = b é unha particion do intervalo (a,b) entén:

i) f(t) é continua en cada (z;—1,x;), i=1,2,...,n, n€EN,
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ii) e existen:
lim f(t) e lim f(¢),
t—ax, t—)zj’_l
coni=1,2,....n,a=xp e b=x,.
Diremos que f(t) é continua a cachos en [0,00) se 0 é en [0,T] VT > 0.

Definicién 1.5. Dise que unha funcién f : (0,00) — R é de orde exponencial o cando t — o0, se existen constantes
positivas T e M tales que |f(t)| < Me*, Vt > T.

2 2 2 . .
Por exemplo, a funcién f(¢) = €' non é de orde exponencial «, pois calquera que sexa « tense que:
2
ot
im — = oc.
t—oo et

Teorema 1.6. Se f(t) € unha funcidn continua a cachos en [0,00) e de orde exponencial a cando t — oo, enton existe
L[f(t)], para calquera p > .

Proba.

Ponamos:

00 T 0o
LIf(t)] = / e PLf(t)dt = / e PLf(t)dt + / e P f(t)dt,
0 0 T

e vexamos que cada unha das integrais é converxente.

A primeira delas existe porque o integrando é unha funcién continua a cachos en 0 <t < T.

Bastaré ver que a integral impropia f;o e PLf(t)dt é converxente.

Como f(t) é de orde exponencial «, existen constantes positivas T e M tales que |f(t)| < Me®t para calquera t > T.

Asi pois:

’/Tm e_ptf(”dt’ < /TOO e P! f (1) dt = /TOO e F(0)] dt

< / Me=(P=tg = M lim {ef(pfo‘)tr
T P — q z—00 T

Mo {6,@,&” _ ef@m)T}

pP— Q z—o0

M

= o~ p=a)T
pP—«

Sep>aserap—a > 0,eseT — oo entén e~ (=T _5 0, ¢ dicir, a integral Jp e Ptf(t)dt converxe

absolutamente, o que implica a ordinaria, e consecuentemente a existencia de transformada de Laplace:

CIF)] = /0 e F(t)dt + / T et

T
O

Observacion: En xeral o reciproco deste teorema non se da, é dicir, hai funcions para as cales existe a transformada de
Laplace pero non son continuas a cachos. Tal ocorre ca funcion f(t) = t=1/2 que presenta en t = 0 unha descontinuidade
infinita:

lim ¢7/? = o0,
t—0t

pero é integrable en [0,T], xa que

T T
/0 =124t = 2 (t%)o — VT,

e de orde exponencial, pois:

th’m e~ =12 =0, para a >0,
— 00

e sen embargo existe a sta transformada de Laplace:

o 00 u —-1/2 1
L[t=1? :/ e P24t =/ e " () —du
0 0 p p

()

i
pt/? P
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Co fin de familiarizarnos cos célculos que involucra a transformada de Laplace, imos probar algunha das stias propie-
dades maéis xerais, as cales seran de utilidade & hora de resolver ecuacions diferencias.

Propiedades:

L1): Sexan A\, p € R, e suponiamos que f(t) e g(¢) son funciéns que admiten transformada de Laplace, entén
LINf() + pug(t)] = AL[f(t)] + nLg(t)], é dicir, o operador L ¢ lineal.

En efecto:

CINF(E) + pg(t)] = /mamuﬂw+wmwt

0

_ /\/0 e ? f(t)dt+u/0 e Py(t)dt
= AL[f(t)] + pLlg(t)]

L2): (Propiedade de traslacion I): Se f é unha funcién que admite transformada de Laplace L[f(t)] = F(p), enton:

L™ f(t)] = F(p — a).

E inmediato sen mais que aplicar a definicién 1.3:

L[ (1) :/OOO —Pteat f(1)

L3): (Propiedade de traslacion II): Se L[f(¢)] = F(p) e g(t) = { , enton:

Pois ben,

= lim e P f(t —a)dt
Tr—00
= lim e PUF) f(u)du,  (t=u+ a)
Tr—00 0
—e ap/ e P f(u)
0
=e PF(p)

L4): (Cambio de escala) Se £[f(£)] = F(p) = L[f(at)] = - F (3) . a>0.
En efecto,

Qﬂmn=éweﬁﬂMMt

I
Sl

B
—~
ISHIS]
NG

L5): Se f(t) é continua para t > 0 e de orde exponencial cando ¢t — oo, e se f'(t) admite transformada, enton:

L[f'()] = pF(p) — f(0).
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Resulta que

LIf' ()] = /OOO e PLf/(t)dt = lim xe_ptf'(t)dt,

T—00 0

que facendo partes con u = e Pt e dv = f’(t)dt, obtemos:

lim ’ e PLF(H)dt = lim <[eptf(t)]g —|—p/0z eptf(t)dt>

T—r00 0 T—r00

=pF(p) — f(0).

L6): L[f™ ()] = p"LLf ()] = Xi—p pEF (0.
De xeito recorrente, sempre que fU(¢), fP(t), ..., f™(t) admitan transformadas, obtense:

LI @) = pLlfO ()] — £FD(0) = p[pLIf(E)] — £(0)] — F(0)
= p?L[f ()] — pf(0) — FD(0).
LI @) = pLlfP ()] — fP(0) = p*Lf ()] — p*£(0) — pfP(0) — F2(0).

LI @) = p LI (O] =" F(0) = p"2F D (0) — - = f71(0)

n—1
= LB = Do D (0).
k=0
L7): Supofiamos que f(t) admite transformada de Laplace e que é integrable en [0,t] e sexa

olt) = /O f(ryar,

que suporemos tamén transformable. Enton:
En efecto,

e facendo partes con u = g(t) e dv = e"P!dt, resulta:
[ee]
Llott) = [ e gty

0

[—guﬁfﬁ]j 1 [T e
F
7o

pois g(0) = 0 e lim; o, g(t)e P! = 0, xa que por hipoteses g(t) é transformable.

L8): L[t" 1] = Ln)

, neN.
n
Xa que

L[t :/ e P,
0

facendo partes con v = t"~! e dv = e P*dt, obtemos:

oo —ptq® 1 -
/ e Pt = lim <{—t"‘1e] + n / e_ptt"_th)
0 Tr—r00 p 0 p 0

_ 1 oo
=0 / e P24t (pois lim % = O)
0

P T—00 €

—1
— n L[tn—2]7
p
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é dicir 1
cinl = L2,
"] ) "]
Indutivamente:
—1 —1 —2
e I ey [
p p p
~1 n—-2 n-— -1 n-2 n-3 1
_n n n 3£[t"_4]:n n n 3”. [
p p p p p p p
_ (=1 _ T(n)
p" P

O familiarizarse cos calculos da transformada de Laplace, permite obter algunhas das transformadas maéis comuns,
que presentamos na seguinte taboa:

funcion f Transformada  £[f(£)] = F(p)
fy=1 F(p) = [ e Ptdt = %

fle) =t F(p) = [ et =

o= | Fe) = e =

F(t) = eat F(p) = [;° e Plertdt = Y a

Jt) =sen(at) | F(p) = [ e sen(at)d = — g
F(t) = cos(at) | F(p) = [ e cos(at)dt = Iﬁ
F(t) = senh(at) | F(p) = [ e~P* senh(at)dt = ﬁ
(1) = cosh(at) | F(p) = J;* " cosh(at)dt = — S

Recension matemdtica: Pierre-Simon Laplace(17/9-1827). Foi un astrénomo, fisico e matemdtico francés que in-
ventou e desenrolou a transformada de Laplace que aqui amosamos, asi como a ecuacion de Laplace. Fillo dun granzeiro,
comezou 0s seus estudos na escola local, pero grazas a un escrito seu sobre os principios da mecdnica, o cal impresionou
a D’ Alembert, puido trasladarse d capital onde obtivo unha praza na Ecole Militaire (escola militar de Paris), na que
entre os seus discipulos estivo Napoleon Bonaparte.

No dambito cientifico ostentou importantes cargos. En 1785 é nomeado membro da Academia das Ciencias, e en 1795,
membro da cdtedra de matemdticas do Novo Instituto das Ciencias e as Artes, que presidird ata 1812.

En 1799 tamén foi nomeado ministro do Interior durante o consulado, ainda que o cargo so lle durou seis semanas.
O seu antigo alumno Napoledn conferiulle en 1805 a Lexion de honra e en 1806 o titulo de conde do Imperio. En 1816
foi elexido membro da Academia Francesa. A pesar do seu pasado bonapartista, trala restauracion dos Borbons, foi o
suficientemente vivo como para conseguir ser nomeado mdrqués en 1817.

A maior parte do seu traballo sobre astronomia foi desenrolado entre 1771 e 1789. Tal estudo estaba baseado nas des-
igualdades planetaria, sequido por algins escritos sobre cdlculo integral e ecuacions diferenciais en derivadas parciais.
Entre a sia producion destaca o periodo entre 1784-1787, no que se centro na determinacion da atraccion dun esferoide
sobre unha particula situado no seu exterior, para cuza determinacion introduciv o andlise de armonicos ou coeficientes
de Laplace e o concepto de potencial.

En 1796 publicou a sia exposicion do sistema do mundo, no que ofrece unha version divulgativa da mecdnica newto-
niana e unha exposicion do sistema solar. Os seus resultados analiticos sobre a mecdnica estelar publicdironse nos cinco
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volumes do Tratado de mecdnica celeste (1799-1825). E a siia obra mdis importante.

Foi considerado por moitos o Newton francés.

13
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1.4. Convolucion.

Un dos resultados méis importantes na teoria da transformada de Laplace é o teorema de Lerch, (ver [7], pax. 35).
Se prescindimos das funciéns nulas, que non tenen interpretacion fisica algunha, este teorema asegura a unicidade da
transformada inversa:

Teorema 1.7 (Lerch).
LIfB)] = Llgt)] & f(t) = g(t) para >0,

ca posible excepcion dos puntos de descontinuidade.

Non nos centraremos na, siia proba, ainda que pode ser consultala na cita indicada.

Como digo, o cardcter inxectivo, permite falar de operador inverso, ou transformada inversa de Laplace, escrito £77.

Dun modo, a transformada de Laplace transforma unha funcién f(¢) noutra funcién F(p), e doutro, o operador inverso
transforma a funcion F(p) na funcién orixinal f(t).

Noutras palabras:

LTF(p)] = f(t) & LIF(1)] = F(p).

Enunciamos algunha das stas propiedades méis salientables e motivamolas a través dalgin exemplo:
Propiedades:
IL-1): E lineal, é dicir, para A, 4 € R, sera:

LTHNF(p) + pG(p)] = ALTHE ()] + nL™ G (p)].
IL-2): Propiedade de traslaciéon da variable p :

Se L7UF(p)] = f(t) = LT[F(p—a)] = e f(1).

Exemplo:
© [=gws] = [5ma]
p2—2p+5 (p—1)2+4
1
=L£!
2(52 +2)
1., 2
=" {@— Ok +4}
= —e'sen(2t),
pois

0, t<a
Exemplo:
Como: )
-1 o
L []32%-1} = sen(t),
sera

=
-
| — |
m\
“f
| I
Il
,_/H
w0
o)
=]
—
~
I
w3
SN—"
2]
o)
~
V
W[y w3

IL-4): Cambio de escala:

S £1F( = 10 = £ Fa] = 17 (L) a0

Exemplo:



1.4. CONVOLUCION. 15

Posto que:
-1 p R
L [pQ n 16} = cos(4t),
sera: 5 )
-1 14
—_— 2t
[4]9 +16] 5 cos(2t).

Estas propiedades, e outras, poden consultarse en [7], o que se pretende recalcar e a sta utilidade.

A continuacién introducimos o concepto de convolucion entre duas funcions:

Suponamos que f e g son funciéns para as cales F' e G representan, respectivamente, as stas transformadas de
Laplace. Esperta a nosa curiosidade saber que é L71[F - G].

Co fin de responder 4 pregunta, escribamos:

Fw)-6) = ([T ersoas) ([T eran)
Am<AweP““vwng@Mu

onde os limites de integracién limitannos ao primeiro cuadrante, s > 0, ¢t > 0.
Introducindo unha nova variable x = s + ¢, é dicir, s = x — t, (deixando ¢t fixa), logo ds = dx, obtemos:

Am(éwep““f<>> dt(/ / P (- D)g(0)dudt,

que tendo presente que t <z < o0 e 0 <t < o0, intercambiando a orde de integracion, resulta:

(p) = /0 h /t e fx —t)g(t)dadt
= [T [ et - ngtoara
— /ooo P (/0 Flo— t)g(t)dt) dz
e[ st natvar).

A integral desta ultima expresiéon con limite superior x proporciona a resposta 4 pregunta plantada:

LUF G = { (/fx—t dt)]:f*g(x),
Awﬂxwmnﬁ

F(p)-G(p) = L[f = g(x)],
dinos que o produto das transformadas de Laplace de duas funcions é a transformada da sta convolucion.

Na literatura matematica isto coniécese como teorema de convolucién.
Dito teorema permite pois calcular transformadas inversas. Por exemplo, como L[z] = p% e Llsen(x)] =

< e =[5 (55

= /j(x — t)sen(t)dt
=z /w sen(t)dt — /z tsen(t)dt

0 0
+ / cos(t) dt}
o Jo

onde

conécese como a convolucién das funciéns f e g.
O célculo realizado,

1 4.
PR sera:

x

= xz(—cos(t))

=z — sen(x),

[~ (toosto)

0
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onde aplicamos integracién por partes.
Observacion: En xeral, dadas f e g, definese o produto de convolucion como a integral:

e (/ f(@ — gty

onde o intervalo de integracién dependera do dominio sobre o que estean definidas as funcions.
A continuacién nomeamos algunhas propiedades do produto de convolucion:
Propiedades:
PC-1): E conmutativa, ¢ dicir, f * g(z) = g * f(z).
En efecto:

frgla (/fx—t dt, (=g 1)
/f oz - u)d
=g f(z).
PC-2): E asociativa, é dicir, (f * g) * h(z) = f * (g * h)(z).
(fxg)*h(x) = LTH(F-G)-H]=LT'F-(G-H)| = f (g% h)(x).
PC-3): E bilinear, é dicir, para \, u € R, sera:

(Af + pg) * h(z) = A(f * h(z)) + p(g * h(x)),

[ O f + ph)(x) = A(f * g(x)) + p(f * h(z)).

Por exemplo:
Of+um*M@:iéOf+um@—¢M@Mt

= A/Rf(:c —t)h(t)dtJr,u/Rg(z — t)h(t)dt
— A(f #h()) + (g  h(z)-

Deste modo, o operador convolucion transforma duas funciéns f e g nunha terceira funciéon h(z) = f * g(z) que pode
ser interpretado como o “produto xeneralizado” de ditas funcions.

Observacién: Existen propiedades da multiplicaciéon ordinaria que a convolucién non ten. Por exemplo, f x 1 # f.
Basta tomar f(t) = cost para ver que:

f*1(z) =cosxx1 :/ costdt = senz.
0

1.5. Aplicacions.

O estar falando de transformada de Laplace, resulta inevitable destacar a sta utilidade & hora de resolver ecuacions
diferencias. As propiedades descritas na seccion 1.3 cobrardn agora especial protagonismo.
Recordemos que unha ecuacién diferencial é unha expresion da forma:

y(”) + aly(”*l) + azy(nﬂ) + ot apy = f(t)7

onde ay,as, ..., a, son constantes e supofiemos que f(t) admite transformada de Laplace.
Aplicando a transformada de Laplace a ambos membros da anterior ecuacion, resulta:

Lly™] + aiLly" V) + as Ly 2] + -+ anLly] = LIf (1))

Chamando
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as propiedades da transformada de Laplace relativas 4 derivada n—ésima permiten transformar a ecuacién anterior
en:

[P"Y (0) = 2" y(0) = 5" 2 (0) = - =y V(O] + ar [p Y (p) — " 2y(0) — - — gD (0)] +
taz [p"2Y (p) = "y (0) = = I (O)] 4+ an¥ (0) = F(p),
que reordenando os membros obtemos
(P" +arp" ™+ azp" 7 4+ an)Y (p) = Fp) +bip" T 4 bap™ T 4 e+ b,

onde os coeficientes by, ba, ..., b, do polinomio P(p) = bip"~! + byp"~2 + - + b, dependen das condiciéns iniciais
y(0),4/(0), ..,y ~1(0).
Sen mais que despexar Y (p) obtemos:

F(p) + P(p)
H(p) ~

onde H(p) = p" + a;p" ' + asp™ 2 + - + a, é o polinomio caracteristico, e da natureza das siias raices dependera a
solucion y(t) da ecuacion diferencial, que é:

Y(p) =

y(t) = £ [F(p) + P(p)]

H(p)
Observacion: Se as condicions iniciais son cofiecidas, obtense directamente a soluciéon particular do problema, noutro
caso, esta dependera de n constantes ¢; = y(0),co = ¥/(0), ..., ¢, = y™~D(0), é dicir sera a solucion xeral da ecuacion
diferencial.

Obviamente supofiemos que tanto y(t) como as sucesivas derivadas admiten transformada de Laplace, o que vemos
que foi correcto, pois sabemos da teoria de ecuacions diferenciais lineais con coeficientes constantes, que estas tenen
solucién tnica e obtivemos unha con este suposto.

Os pasos descritos para obter a solucién dunha ecuacion diferencial, facendo uso da transformada de Laplace, podé-
molos resumir do seguinte modo:

1) Aplicamos o operador de Laplace a ambos lados da ecuacion diferencial.

2) Aplicamos as propiedades cofiecidas de forma que s6 nos queda unha incognita: L[y].
3) Despexamos L[y].

4) Aplicamos £~1 para obter y(t), soluciéon da ecuacion diferencial.

Exemplo 1: Apliquemos isto para obter a solucién do seguinte problema:

y(0) =0

Pois ben, tendo en conta que L é lineal, aplicando este operador a ambos lados da ecuacion diferencial, resulta:

{y/ +4y+5 [y y(t)dt =e®

Lly']+4L[y] + 5L [/ y(t)dt} = L[e™"].
0
O tnico que esta por determinar da ecuacién anterior é o membro dereito da igualdade, que calculamos:

0o t
Lle™™] =/ e Pre ™ dr = lim e~ UHP)T gy
0

t—o0 0

1 t
= lim — e*(1+p)1
1 0

t—o00 +p
Asi, disto ultimo,da condicién inicial, e da aplicacién das propiedades conecidas da transformada de Laplace, esta
transforma, nunca mellor dito, a ecuacién

1

1+p

Cly]+ AL[y] + 5L { /O ’ y(t)dt} — L]
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en
pel] + 42l +558 -
equivalentemente
0F +4p+5)Ll) = T = L] = 7o

Agora, para poder obter a transformada de Laplace inversa, seria de utilidade expresar a anterior expresion como
transformadas de Laplace conecidas, ou se o prefire, sinxelas de calcular. Para ilo usamos as fracciéns simples como segue:

Clyl = P _ Ap+B C
y_(1—|—p)(p2+4p—|—5)_p2—|—4p+5 1+p’
é dicir
p=(Ap+ B)(1+p) + C(p? +4p +5).
Entoén, se
1
p=-1=-1=20=C=—3
5 5
=0=0=B-- B=-
p=0= 2 P73
p:1:>1:2AéA:%,
e daquela
1/2)p+5/2 1/2
cy) = W2 E5/2 1

pP?+4p+5  1+p
1 (p+2)+3 1 1

2(p+2)2+1 21+4p

1 (p+2) 1 11
2\ (p+2)2+1 T(p+2)2+1 21+p
Por ultimo, aplicando a transformada inversa e tendo presente as transformadas conecidas, obtemos:

1 x

y(z) = = (67> cosz + 3¢~ *senx) — 3¢

que ¢é a solucién do problema plantado, é dicir, verifica tanto a ecuacién diferencial de primeira orde como a sta condicién
inicial.
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3004

y(x) = % (e7** cos(x) + 3e~**sin(z)) — %e‘x

2004

1004

-1004

-2004

-3004

Neste exemplo os coeficientes involucrados na ecuacion diferencial son constantes. Sen embargo, isto non ten porque
ser asi, pois as constantes poden cobrar protagonismo como polinomios, por exemplo. Nesta caso tamén é posible aplicar
a transformada de Laplace, chegando a expresiéns, por exemplo, do tipo L[t?y] ou L[ty'], entre outras. Ainda que a
sta expresion, en principio aparenta méis complicada, tamén son conecidas transformadas de Laplace para o caso. Pode
consultarse [4] ou [7].

Exemplo 2: A transformada de Laplace intervén de forma decisiva na soluciéon do problema da mecanica formulado
por Abel que a continuaciéon presentamos.

Pensemos nun cable dobrado en forma de curva suave. Tal curva atopa o seu final na orixe de coordenadas. Imaxinemos
tameén que unha particula de masa m que parte do repouso dende o punto (x,y) se desliza polo cable sen estar sometida
a friccion algunha ata que chega 6 final da curva, a orixe. A tnica forza que actia sobre a particula é a da gravidade,
que s6 depende do peso da mesma.

Graficamente:



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

A situaciéon descrita planta os dous seguintes problemas:

Problema 1: Se o cable representa a grafica dunha funcion y = y(x) estamos interesados en calcular o tempo total
de descenso T'(y) da particula, que dependera da forma do cable e da altura inicial y, é dicir, conecida y pretendemos
determinar T'(y).

Problema 2: Se o tempo total de descenso é coniecido, determinar a forma y do cable.

O problema 2, consistente en inverter o proceso descrito do problema 1, cofiecese como o problema mecénico de Abel,
en honra 6 matemético Niels Henrik Abel.

A continuaciéon describimos un proceso que nos permitird determinar a soluciéon de ambos problemas.

Coniecida a curva y(x), pretendemos determinar T'(y).

Para elo partimos do principio de conservacion da enerxia, que di que conforme un obxecto cae, este perde enerxia

ds

. - . 2 i e
potencial, E,, = mgh, e gana enerxia cinética, £, = %m (E) , permanecendo a suma destas dias constante, é dicir:

E,+E.=C, C=cte.
Como a particula parte do repouso, a stia velocidade inicial sera nula, polo que no punto de partida (z,y) serd E. = 0,
é dicir:
E,+E.=mgy+0=C.

No punto (u,v) temos que:

1 2
mgu + gm (dt) =C.

Polo principio de conservacion de enerxia, a constante C' non cambia, e asi podemos igualar ambas expresiéns para

obter:
1 ds\? ( )
-m|— | =mgy—v).
2™\t I
Como a lonxitude de arco s = s(t) mide a distancia que lle queda por percorrer & particula, esta decrece a medida

que t aumenta, % < 0, polo que podemos escribir esta tltima ecuacién, despexando o cociente e tendo sé en conta o
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signo negativo, como

% =—v/29(y —v)
é dicir
PR
29(y —v)
onde o signo “—” nos indica que a particula se move cara a orixe.

O tempo de descenso, que depende da altura inicial y, cumpre:

T(y) = / dt = / m
: 1 s (v)dv

/v:() \/29(y—v):\/@ 0o Vy—v’

ds
dv . ~ . . - - .
Posto que y = y(x) neste caso é conecida, a lonxitude de arco s da curva delimitada por 0 e y ven dada pola ecuacion:

v dx>2
= [ 1+ | ) 4,
A (@' Y

pois §'(v) =

e do teorema fundamental do calculo

que substituindo esta ultima expresion en (1) resulta:

T(y) = —= 3)

Esta expresion (3) cofiécese co nome de ecuacién integral de Abel e permite determinar o tempo total de descenso
T(y) dada a curva y = y(x).

A perspectiva do problema mecénico de Abel consiste agora en determinar y = y(z) dada T(y), e aqui é onde intervén
a transformada de Laplace.

Notemos que o lado dereito da ecuacion (3) representa a convolucién das funcions f(y) e g(y) = y~2, e polo tanto
dada T'(y) sera:

de onde

B Ve A TRt @

Como T(y) é conecida, o lado dereito da anterior ecuacion estd completamente determinado, e asi seremos capaces
de calcular L[f(y)], e, en consecuencia, resolver a ecuacion diferencial (2).
Imos considerar o caso en que T'(y) é igual a unha constante Ty. Enton, a ecuacion (4) reducese a:

ﬁU@H:VEpé-ﬂ%%=¢%%5€?:b %, (5)

[SIE

2
onde b = %.

T
Como L[y~ /?] = \/7, visto no exemplo do teorema 1.6, sera:
D

g

e aplicando o método da transformada de Laplace, (5) realmente é:
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Agora, a expresion (2) permitemos escribir:

e da aplicacién do método de separacion de variables, resulta:

T = / b—iydy.
Y

Introducindo o cambio de variable y = bsen? 6 = dy = 2bsen 0 cos §d6, a anterior convértese en:

_ o2
x :/ b=y, :/ b = sen”0) oy o 0 cos 06
Yy bsen2 6
= 2b/0052 do = b/(l + cos 26)df

= 3(29 +sen20) + C,

onde aplicamos as relacions trigonométricas fundamentais seguintes:

cos?2f +sen?fh =1
cos? 6 — sen? 8 = cos 20

Asi pois:

(20 + sen 260) + C (©)
(1 — cos 26)

I8

e imponiendo na condicién inicial a esixencia de que a particula pase pola orixe, dedicese que C' = 0.

SIS

Definindo a = £ e ¢ = 26, (6) adquire a forma simple seguinte:

x = a(¢ + sen @)
y = a(l — cos ¢)

que son as ecuaciéns paramétricas dun cicloide, é dicir, a forma do cable que segue a particula ao desprazarse sobre el

cando T'(y) = Tp, que se xera por medio dun punto fixo nun circulo de radio r = a, o cal roda baixo a lifia horizontal

2
de puntos y = 2a. Posto que 2a = b = 2350 , 0 didmetro do circulo xerador estard determinado polo tempo constante de

descenso.

Graficamente:
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Para a descricion da seccion de convolucion, asi como o problema mecénico de Abel empregouse o libro [4] da biblio-
grafia.

Recension matemdtica: Niels Henrik Abel (1802-1829). Foi un matemdtico noruegués. Fillo dun pastor protestan-
te, a sia infancia viuse afectada pola tension do alcoholismo que padeceu seu pai. Trala morte do mesmo, cando Abel tina
dezaoito anos, as suas precoces aptitudes para as matemdticas foron rapidamente advertidas por un dos seus profesores,
Holmboe, quen financiou os seus primeiros anos na universidade. A publicacion dos seus primeiros traballos conferiulle
importante prestizio no dmbito matemdtico, ainda que nin el nin o seu traballo foron especialmente conecidos, debido a
que a sua modestia non lle levou a facer piblicos moitos dos seus resultados.

Afectado de tuberculose, foi isto o que puzxo un punto e sequido ma sua investigacion, pois levoulle d morte a idade
de vintesete anos, e sen embargo as suas achegas ds matemdticas abriron futuros campos de investigacion que moitos
matemdticos recolleron como testemuna dun matemdtico tan prometedor.

O século XIX foi, en moitos aspectos, un dos periodos mdis ricos da historia das matemdticas. Unha serie de xe-
nios desenrolaron novas ramas, completando teorias anteriores e abriron novos caminos ponendo en dibida axiomas que
ata enton eran sagrados. Un destes xenios foi o precoz Niels Henrik Abel. Nacido nun humilde fogar do sur de Norue-
ga, cando tina 18 anos trala morte de seu pai tivo que responsabilizarse da stia familia. Dende moi mozo lia traballos
de Isaac Newton e Leonhard Euler, e descubriu varios fallos nas sias demostracions. O seu interese polas matemdticas
adquiriu solidez da man de B. M. Holmboe, un dos seus profesores, quen mdis tarde publicaria as obras completas de Abel.

Nesta época dourada das matemdticas non foron poucos os matemdticos que intentaron sem éxito resolver a ecuacion
de quinto grao do tipo: Ax® + Bx* + Cx3 + Dz? + Ex+ F = 0. Abel pensou que o consequira, pero pronto atopou un erro
na solucion.

No seu lugar demostrou que € imposible resolver unha ecuacion de quinto grao ou superior pola via alxébrica, é di-
cir, cunha seria finita de sumas, restas, multiplicacions, divisions e raices. Tal proba fizoa Abel con tan sé 19 anos de
idade, que por enton estaba rematando os seus estudos universitarios en Oslo. O posterior desenrolo da dlzebra, en gran
medida, estd baseada en tal logro consegquido por Abel.

A proposta de Holmboe, C. Hansteen e outros profesores, Abel recibiu por decreto real unha beca de viaxe. Entre 1825
y 1827 corieceu aos mdis importantes matemdticos de Alemana e Francia. Foi por aquel entén cando escribiu a maior
parte dos seus traballos, que foron publicados na revista alemd Crelles Journal. Entre os matemdticos de seu tempo, o
profesor Degen de Copenhague e o conselleiro de Berlin foron os que comprenderon de inmediato a grandeza matemdtica
de Abel. Crelle encargouse de que Abel tivera unha praza de profesor en Berlin, pero a tuberculose pulmonar acabou ca
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sua vida antes de poder exercer dito cargo.
Falece este zenial matemdtico en 1829 d idade de 27 anos.

Tendo en conta a sia corta vida, a mente de Niels Henrik Abel foi sumamente prolifica, e son numerosas as sias achegas
ds matemdticas. Como dizemos demostrou que as ecuacions alxébricas xenerais non poden ser resoltas alxebricamente
cando son de grao superior a catro; estudou as funcions alzébricas, as elipticas, as transcendentes de orde superior e as
integrais definidas; estableceu a dobre periodicidade das funcidns elipticas e descubriu o seu teorema adicion; finalmente,
descubriu unha nova clase de ecuacions, as chamadas ecuacion abelianas, en honra o seu nome.

Na sia necroloxica, aparecida nunha revista, Crelle escribiu: “Atacaba as sias metas cunha enerzia tan potente e dende
un punto tan alto, e se eriziu ata tal punto sobre o nivel da sia época, que as dificultades desaparecian ante a sia enerzia
vitoriosa”.

No ano 2002, no bicentenario do nacemento do matemdtico Niels Henrik Abel o goberno de Noruega creou o Premio Abel.
Cada ano a Academia de Ciencias de Noruega, formada por un comité de cinco matemadticos de distintos paises, outorga
este premio para reconecer unha labor matemdtica de especial indole. Dotada dunha recompensa econdomica similar d do
premio Nobel, pretende dar reconecemento e prestixzio d labor matemdtica.



Capitulo 2

Integral e derivada fraccionaria.

2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

Sexa f: R — R unha funcién continua. A primitiva de f é a funcion
x
r€eER / f()dt
0

que denotaremos por I f(z). Pédese integrar novamente considerando a funcién I (If(z)) = I*f(x).

En xeral a primitiva n—ésima de f serd I" f(z) = I (I""! f(z)) .

Probaremos que I™f pddese expresar como unha integral da funcién f dando lugar & férmula integral de Cauchy
para as integrais repetidas.

Consideremos pois unha funcién f : [0,7] C R — R integrable no senso de Lebesgue.

Para z € [0, T], integrando diias veces temos que

/OI /Oz f(t)dtdz;.
/Ox /OII f(t)dtdz, = /Om(x — ) f(t)dt.

En efecto, facendo integracion por partes con u = (x — t) e dv = f(t)dt, logo du = —dt e v = fot F(&)dt', resulta:

/Oz(a: —t)f(t)dt = [(az —t) /Ot f(t')dt’}: + /Oac /Ot F(tdt' dt
- /0 ’ /0 " F@dedas.

’ o " X —; ’ _ \n—1

n—1

Afirmamos que

A expresion:

coniecese como a formula integral de Cauchy das integrais repetidas, e é a que marcard a orixe da integral

fraccionaria.
Para a sda xustificaciéon empregaremos un razoamento de integracién por partes similar ¢ anteriormente descrito. Por
comodidade, para referirnos as k — primitivas, empregaremos a seguinte notacion:

@) = [ A od, @ = 1)
0
Pois ben, facendo partes con u = (z — )"~ e dv = f(t)dt, logo du = —(n — 1)(x — t)"2dt e v = fI(t), resulta:

o= — [z — pyn=1 40 no1) [ (e — g2
| =t = =m0 + 1) [ @02
= (=) [ =02

25
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Tomando agora u = (z — t)"~2 e dv = fl(t)dt, logo du = —(n — 2)(z — t)"~3dt e v = f1?(t), integrando novamente
por partes, obtemos:

x x
(n— 1)/ (@ — "2 f () dt = (n— 1) (n 2)/ (2 — )= 12 () .
0 0
Repetindo k — veces este razoamento de integracién por partes, atopariamos:

/ @ O ()t = (n— 1) (n—2) (0 — k) / “w— R g,

que no paso k =n — 1, o termo (x — t) “aniquilase”, dando lugar a:

/I(:c — )" f()dt = (n—1) - (n—2) -2 /m i)
0 0
= (n— 1)1/ ),

equivalentemente

/Ox /OI_/; F)dtday .. den_1 = (n—ll)! /Ox(x—t)"_lf(t)dt,

xa que

Fle) z/ozf[”‘”(t)dt:/om /Ox_/ox F(t)dtdzy ... dn_1.

A funcion factorial, I'(n) = (n — 1)!, foi xeneralizada por Euler a calquera o > 0. Isto permite estender a expresion
do lado dereito da férmula integral de Cauchy a calquera indice o > 0, onde a funcién gamma de Euler non se anula,
dando cabida & seguinte definicion:

Definicién 2.1. Para un namero real o > 0 e unha funcion f € L1(0, 1), a expresion

110 = 1 / @0 (e, e (0.1)

denominase integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orde «.

Esta é unha boa definiciéon no senso que o integrando representa unha funcion integrable.

En efecto, se a > 1 entén (z—t)*~1 € L1(0,1) e como f € L1(0,1), o seu produto tamén estd en L;(0,1). Logo neste
caso non hai nada que ver.

Quizais o caso de especial interese é cando 0 < a < 1, por presentar no denominador unha singularidade. Neste caso
a integral fraccionaria tamén é cofiecida como a ecuacion integral de Abel, e sen entrar en excesivas cuestions técnicas,
estd ben definida en L;(0,1) se, e s6 se:

[I'~f] (x) € L1(0,1), [I'"*f] (0)=0.

(Ver [2] da bibliografia, capitulo 2, por exemplo).
Chamemos fi_o(z) = [I'7%f] (2).
E claro que f;_,(0) = 0.
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< [t
:/01 F(ll—a /x( f_(t;) dt’d

1—a//

Por outro lado:

/01 fi—a(@)dz

dtdx

os—t

R / F@) [ |~ |dedt, (Fubini)
_ ﬁ/@ |f(t)|/t (z — t)“dudt
g [ ()
F(l—a )1 —a) / ) )it
= fa o) / |f(t) )!=*dt, (Ecuacién funcional Gamma, G1).

27

Como 0 < a < 1, claramente (1—t)1*a € L1(0,1), e da hip6teses f € L1(0,1) concltese que |f(¢)|(1—t)*~* € L1(0,1).

En consecuencia f1_, € L1(0,1) e a integral fraccionaria de Riemann-Liouville esta ben definida.

Algunhas propiedades da definicion 2.1 son as seguintes:
Propiedades:
I1): E lineal, ¢ dicir, para \,up € Re f,g € L1(0,1), sera:

I f + pg)(x) = M f(z) + pl®g(x).

En efecto:

IO+ )(a) = s / “@ — 0 (N + ug) (e

A

_ ¢ T — a—1 L
-5 || @0+ s

NG
=M f(z) + pl*g(x).

I2): Se [I*f] (z) é a integral fraccionaria de Riemann-Liouville, esta tamén pode ser representa do seguinte xeito:

[1°f](z) = (¢ * f)(=),

Onde ¢)(t) = W
E claro, pois pola definicién de convolucién e ¢, sera:

z 1 ‘ a—1
:/0 qﬁ(x—t)f(t)dt:@/o (=) f(t)dt

I3): Para f € L1(0,1), verificase:
lim [If] (z) = (=),

a—0

para case todo z € [0,1].
Da definicion 2.1, temos:

/ “@ - 0 ()t
0

[ ] (x) = ﬁ / " - et

Aplicando integracion por partes con u = f(t) = du = f'(t), e dv = (v — t)*"tdt = v = —

@ = g (- [ r0] + [ o)

(67

aI‘l(a) (a:o‘f(O) + /Ox(x - t)o‘f’(t)dt)
1

(%

= (maf(O) + /I<$ — t)af’(t)dt> ,  (Ecuacién funcional Gamma, G1)
1) 0

I'a+
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que pasando a limites,

tin 1 110) = i { oty (2500 + o= roar) |
— £(0) /f t)dt
— £(0) + f(2) ~ F(0)
—

I4): (Lei de expofientes): Para f € L1(0, 1), verificase:
1°IP f(z) = I*MP f(z), o, B€RT,

para case todo x € [0,1].
Aplicando a definicion 2.1, temos:

1

I°1° f(z) = I¢ (r() )Pl f(T)d7‘>

K
1 x w1 t
:W/ (e~ 1) /( 7P f(r)drdt

a)lf‘ / / )Nt — 7)P 7 f(r)dtdr,  (Fubini).

Sen mais que considerar o cambio de variable t = 7 + s(x — 7) = dt = (z — 7)ds, o integrando da tltima igualdade
convértese en:

g (1 +s(@—1)* N +s@—7) =) f() (2~ 7)ds

(@ =)t = 7)P " f(r)dt = (
= (o =7~ s(z—7)*(s(a — 7)) f(r)(x — 7)ds
= (
=

z—7)(1—-8))" " " @ — )7 f(r)ds
z— 7)1 = 5) T P f () ds

ecomoT<t<x,set=T1Tseras=0,eset=ux,¢&és =1, asi que:

I°1° f (2) // — 7)o tPTLBT (L — s) T f(7)dsdr

- W/ (=)™ () ( / e 8)°‘1ds) ar.
Agora ben, 1
Bz, y) :=/0 #7711 — )yt = I;y)

e como «, 3 > 0, da analoxia da definicién anterior, seré

71 Ix—Taﬂfl T)dT
F(Mﬂ)/()( Jers=1(r)d

= [P f(x).

118 f(x) =

A lei de exponentes é importante no senso que fai conmutativo o operador integral fraccionario de Riemann-Liouville:
I°I° f(z) = I°TP f(2) = IPT f(2) = I°T* f ().

Tamén grazas a esta lei, un sinxelo razoamento indutivo motiva, se cabe ainda mais, a definiciéon 2.1.
Ponamos a« =n € N.
Se n = 1, da féormula integral de Cauchy das integrais repetidas, temos que

- /0 F(t)at
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Suponamos o resultado certo para n, e verifiquémolo para n + 1 :

(1" f] () =T (I"f(z)), (Lei de expoiientes, I4)
=1 (F(ln) /Owl(x1 - t)”lf(t)dt>

= /Ox (F(ln) /Oml(x1 — t)”lf(t)dt> dry
_ ﬁ /O " ( /t "1 — t)"_ldx1> dt, (Fubini)

1

= m/o (z —t)" f(t)dt,

e como por hipéteses de inducién é certo para n, séguese o resultado desexado.
A propiedade 12 anteriormente descrita ofrece tamén unha xustificacion en termos dunha convolucién no caso en que
a ¢ N.
Ofrecida esta definicion, e resaltadas as stias propiedades, imos familiarizarnos cos calculos a través dalgin exemplo:
Exemplo 1: (Regra da potencia,”Power Rule”)
Sexa a >0 f(x) = a* con p > —1, x > 0. Tratamos de calcular I* f(z).

° f(z) = ﬁ /j(x — )Ly

x a—1
= i/ 1=t zO e dt
F(a) 0 €

1

1
= —xo‘ﬂ‘/ (1-— u)a_1 =D+ gy
I'(a) 0
1
= —2°"B(u+1,a), (definicién funcién beta)
I'(a)
F(u+ 1) ( ) xa+u
F(@)l(p+a+1) ’
- D(p+1)
S D(p+a+1)

(propiedade B1 da funcion beta)

o+

Asi, o calculo feito mostra que:

r 1
I“m”zﬂxa*’“, a>0, u>-—1, x>0.
Mp+a+1)

Esta regra é especialmente 1til se fose necesario realizar o calculo de expresiéns polinémicas con potencia fraccionaria,
ou non, do tipo:

)

Z‘)Zzakl“uk, “l<py<pp <-<pp a€R, kE=01,...,n

Notar ademais que esta regra da potencia tamén é de utilidade no caso de querer calcular a integral fraccionaria de

orde o > 0 dunha constante c : B

(P —,
“TTla+r1”
En particular se @ = § e u=0,1,2, temos:
r(3) 30 (3) ™
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1 F(Z) 3 1 3 4 373
Izgjl = r2 = €r2 = —\/ —.
5 31 (1
r'(3) ir(z) 3Vom
1 F(?) 5 2 5 16 33‘5
J2p2 = 5 = 2= 4/
@t Rt eV
Exemplo 2: Sexa f(t) =1ea=1.
1 1 v
I2(1) = — / (x—t)72dt (cont=x—u)
I'(3) Jo

O exemplo é de célculo sinxelo, e garda concordancia ca lei do exemplo anterior, pode comprobarse, pero realmente
o interesante é observar o seguinte:

2 1
:7/ —t) 33t
T Jo
2 1
- (l—u)f%u2du, (t = ux)
T Jo
2
=zt u§_1(l—u)% Ldu
™ Jo
2z (31 20 T(3)T (%)
i53) =7 g et )=al)
2 VT
o 1
:{L',

é dicir, 6 aplicar por duas veces o operador integral de Riemann-Liouville 4 funcién f(t) = 1, recupérase o resultado no
seu senso elemental.
Notemos ademais que isto compértase ben ca lei de exponentes, pois:

(NI

I313(1) = I(1) = /Ordt =z

A vista dos célculos mostrados nos dous exemplos anteriores, poderia parecer que realizar o célculo integral fraccionario
¢ doado. Isto non é certo en xeral, como caberia suponer, e en moitas ocasiéons realizar célculos con operador de orde
fraccionario resulta extremadamente complicado, e require unha soltura maior no célculo integral que ata aqui amosada,
asi como coniecer méis conceptos de teoria fraccionaria cos vistos ata agora.

Proposicion 2.2. A transformada de Laplace da integral fraccionaria de Riemann-Liouville:

Fp)

LI f ()] = T

Proba.
Consideremos primeiramente o caso en que o =n € N.
Tendo presente as propiedades I1 e I2 da definicién 2.1, e que a transformada de Laplace dunha convolucién e o
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produto das transformadas que a involucran, deducese:

LU ()] = L(6* () = LIGWOILLF ()]
= LISW]F(p) = —— LI V| F(p)

I'(n)
1 I'(n) .
=T F(p), (propiedade L8) de T.L.)
_FW)
o

Se o € R, polo razoado con anterioridade, abonda con determinar £[t*~1].
Resulta que:

oo
L[t :/ e Pt dt
0

U du
e considerando o cambio de variable u = pt = t = — = dt = —, obtemos:
p p

a—1
/OO e P lat = /OO e (u) du_ i1"(6!)7
0 0 p p p*

pola representacion integral da funcién gamma.
Asi pois:

Proposicion 2.3. Se f € unha funcion periddica e integrable en [—m, ], enton:

27
If(xz) 2m — periddica <— f(®)dt = 0.
0

Proba.

=)

Se If(x) 2m — periodica, enton:
(1) If(z) =1f(x+2m),

2) [77 f(tdt = [T f(1)dt.
Agora de
If(z) = / F(b)dt,

427
If(z + 2n) :/0 F(t)dt

restando ambas, por (1) deducimos:

O/OIf(t)dt/OH% f(t)dté/ow f(t)dt/OH% F(t)dt.
/ 7 fyat = [ s+ [ T pwa,

/Ow ft)dt = /Ox ftyat + /:Hﬂ ftydt = /;Hﬂ F(t)dt =0,

Pero

e asi (3) realmente é

31
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e de (2), séguese que
27

f&)dt =0.
0
(<)
Como por hipéteses f é unha funcion periddica e integrable en [—m, 7], f admite un desenrolo en serie de Fourier da
forma:

= ?O Z (ay, cos(nzx) + b, sen(nx)),
onde )
7/ x) cos(nz)dz, n >0,
T
1
— )sen(nz)dz, n > 1.
T
Posto que fo t)dt = 0 debe ser ag = 0, e asi

oo
Z ap, cos(nz) + by, sen(nx)).
n=1

Temos pois:

(an cos(n(z + 27)) + by, sen(n(z + 27))

hE

flo+2m) =

3
I
-

M

(ayn cos(nx) + by, sen(nx))

Il
—

I
- 3

z),

logo
If(x) =1If(x+2r)= If(z) é2m — periddica.
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Recension matemdtica: Joseph Liouville (1809-1882). Foi un matemdtico francés. Ocupou o cargo de profesor na
Escola Politécnica de Paris en 1833, onde se graduou. Posteriormente, en 1836, fundaria un diario de matemdticas,
“Diario das matemdticas puras e aplicadas”, en ocasions chamado “Diario de Liouville”, e grazas ¢ cal deuse a conecer
as matemdticas de Francia ¢ longo do século XIX.

Liouwille traballou nunha cantidade moi diversa de campos en matemdticas, que inclien a teoria de niumeros, onde
foi o primeiro en probar a existencia dos nimeros transcendentes; a andlise complexo, onde € recordado por un teorema
que leva seu nome; topoloxia diferencial, e especialmente na fisica matemdtica, onde hoxe en dia é estudado bairo a
teoria de Sturm-Liouville, util para resolver certas ecuacions diferenciais, como fomos testemunas no mdster na materia
de Andlise funcional.

Ademais, como neste traballo se amosa, contribuiu dun zeito notable no desenrolo dunha teoria fraccionaria, centrandose
especialmente nas integrais e derivadas de indice fraccionario, que levan o seu nome d par de Riemann.

Autor duns 400 escritos, foi a maior influencia no traballo de FEvariste Galois, ¢ ser o primeiro en ler e reconecer
as suas obras inéditas que posteriormente publicaria no seu diario en 1846.

Faleceu o 8 de setembro de 1882 en Paris.

2.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Dada unha funcién diferenciable f, definida nun intervalo (a,b), a derivada D asigna a f unha nova funcién Df(z) =
f'(z). Derivando novamente D(Df(x)) = Df'(x) = f"(x).

En xeral a derivada n—ésima de f é D" f(z) = D(D" ' f(z)) = f)(x), sendo n un enteiro positivo.

A notacién de Leibniz, introducida en 1695 nunha publicacion sia, para referirse a n—ésima derivada:

_

dzn’

£ ()

en principio inofensiva, fixo plantar preguntas como que ocorreria se n = %, formulada por L “Hopital.

Esta pregunta espertou o interese moitos mateméticos da época. Co fin de atopar unha resposta, desenrolaron toda
unha teoria matematica que hoxe en dia recibe o nome Céalculo Fraccionario.

De entre eles poderiamos citar a Euler, Lagrange, Riemann, Liouville, Cauchy, Hadamard, etc.

O enfoque de Riemann-Liouville referente a integracion fraccionaria, como vimos, atopou a stia razén de ser a través do
concepto de integracion repetida, e a posterior xeneralizacion a unha orde arbitraria grazas a funcién gamma de Euler.
No senso da derivada fraccionaria, unha mesma importancia quixeron descubrir neste operador, e 0 mesmo instinto
matematico foi usado para tal fin, o que levou a xeneralizar o operador de derivacién a unha orde arbitraria a través da
seguinte definicién:

Definicién 2.4. Para un namero real « > 0 e unha funcion f € L1(0, 1), a expresion
(D f] (x) = [D"I"™ f] (=),

onde n =[a]+1se a ¢ NU{0} e n =a se @ € NU {0}, denominase derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
de orde a.

Propiedades:
D1): E lineal, ¢ dicir, para \,up € Re f,g € L1(0,1), sera

[D*(\f + pg)] (x) = AD® f(x) + pD%g(x).

D2): Para f € L1(0, 1), verificase:
Itm [Df](z) = f(z),

a—0

para case todo z € [0, 1].
Da definiciéon 2.4, temos:

D% f] (&) = D" (F(nl_a) |- t)"“"‘lf(t)dt) |
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que pasando a limites

a—0 a—0 (n — a) 0
n L ‘ T n—1
D" (g [ o= 0o
= DI f] (x)
= f(x).

D3): Para f € L1(0,1), verificase:
(DI f] (2) = f(=),
para case todo x € [0, 1].

Obviamente se a € N o resultado é inmediato. Tomemos pois oo ¢ N, a > 0.
Como n = [a] + 1, serd n — « > 0, e da lei de expofientes I4 da integral fraccionaria, resulta:

I"f(x) = 1""1% f(x),
e da definicién 2.4 séguese:
DI f(z) = D" I" 1% f(x)
=D"I" f(x)
= f(x).
Observacion: Esta tltima propiedade pon de manifesto, ¢ igual que ocorre no célculo elemental, que o operador de

derivada fraccionaria é inverso pola esquerda do operador de integraciéon fraccionaria. Sen embargo, a regra basica de
integracion no senso elemental:

/ F(Hdt = £(t) + C,

non atopara o seu homologo, en xeral, no célculo fraccionario.
Imos agora a familiarizarnos cos seus célculo a través dalgiun exemplo:
Exemplo 1: Estamos interesados en calcular D® f(z) sendo f(z) = z* con a > 0e pu > —1.
Da definiciéon de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, temos:

D f(z) = D" (1" “a*)

=D" (F(nl_a) /Ox(x - t)"‘u‘_lt“dt>
=D" (I‘(nl—a) /OI (1 - Dn_a_lx"—"—lt/‘dt)

= D" <r(nl_a) /01 (1— ot x”o‘l(ux)“xdu> , (u - ;)

1 ! o1
— _ n—o I n, n—oa+t+pu
o) /0 (1—u) utdu (D"x )

1
= ——B(p+1,n—a)D"z" " (definicion funciéon beta)

e r r r
1 DI'(n — « n—aq 1
_ ( (p+ DI( >>< (n—a+p+ >$>

Fn—a) \T'(n—a+pu+1) Mp—a+1)
Llp+1) 4
T Tp-a+n"

onde a pentultima igualdade é consecuencia da propiedade B1 da funcion beta, e da regra de Leibnitz:

dixnfohtp, _ F(TL —a+p+ 1)1,;1,701
dam Mp—a+1)
E dicir, o célculo feito mostra que:
r 1
D%zt = Mm”*a, a>0, p>—-1, x>0.

Mp—a+1)
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Notar que se o = n, enton:
_a _ T(p+1)
B dac”f(x) CT(p—n+ 1)33

pn—n

D" f(x)

En particular, para o = %, enton n =1, e u = 0,1,2, temos que:

D320 = D (I%xo):Dl (2 x) b

™

3
Digl = pl (I%xl) — D! (4 x) - 2\/5.
3V 7 T

D2 = D! (J%x“') _pr(L6 22 8 e
1YV = 3V
Exemplo 2:
Neste caso, estamos interesados en calcular a derivada fraccionaria de orde o = % de f(z) = z7T,
L = 1
o = — n =
2

Logo

Ademais, se volvemos a aplicar o operador derivada:
D [D%(af%)] — D3(0) =0,

e doutra banda

Observacion: Un feito conecido na derivaciéon ordinaria é o seguinte:
D™(D"f(z)) = D™ f(x), m,n=1,2,...

O exemplo anterior pon de manifesto que, en xeral, isto non se verifica na derivacién fraccionaria, é dicir, neste caso
6 contrario que ocorria na integracion fraccionaria, os operadores non conmutan. En [6] da bibliografia, (ver paxina 74),
advirten deste feito e estudan as condiciéns baixo as cales o operador de derivacién fraccionaria é conmutativo, pero en
xeral:
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n —a—k
a (DB (1)) = DOB () — Bk (t—a) "
Da (Daf(t))_Da f(t) ’;[D f(t)]t:ar(lfafk).

Ainda hai mais resultados relativos a derivada fraccionaria que poden resultar curiosos.
No senso ordinario, tamén é sabido que a derivada dunha constante é nula. Isto non encontra o seu homélogo no

célculo fraccionaria, isto ¢, hai funciéns constantes para as cales a sta derivada fraccionaria non é nula.

Tal ocorre se aplicamos & funciéon f(z) = 1 o operador fraccionario de orde o = %

Proposicion 2.5. A transformada de Laplace da derivada fraccionaria de Riemann-Liouville:

n

LID*f(x)] = p"F(p) = Y _p* ' D" f(0).

k=1

Proba.
Da definicion 2.4 e tendo presente a propiedade da transformada de Laplace da n—ésima derivada, resulta:

£l @) = £ (" (o >)

dnkl

=p"L[I"f(x Zpdn,“"“f()

Z D=F=1 £(0)

k=

)= S pH DR f(0).
k=1

O

Observacion: No caso de aplicar a transformada de Laplace nunha ecuacién diferencial de orde fraccionario, notar
que neste caso concreto require o uso de condiciéns iniciais, en xeral, de orde fraccionario, o cal non ten unha interpretacion
fisica clara.

O seguinte lema pode refutarse en [1] da bibliografia, concretamente o lema 2.5. Introducimolo dando o resultado
xeral, que logo particularizaremos para o noso caso concreto:

Lema 2.6. Sexan o >0, n = [a] + 1 e denotemos por fn_o = I"'7 " f. Verificase:

a) Sel <p<ooefel(Ly), enton:
(g Dgi f) (z) = f(=).

b) Se f € Li(a,b) e fn_o € AC™[a,b], ten validez a expresion:

n fn ])a .
U35 1) ) = 1) = s e =

en case todo punto z € [a,b].
En particular, se 0 < a < 1, enton:

(La+ Dgi f) (x) = f(x) =

mentres que para o = n € N, ten validez a sequinte expresion:

n—1 (k) a
(1 D% 1) @) = 1) - 3 TP e )t
k=0

Es lema é especialmente ttil 4 hora de resolver ecuacions diferencias fraccionarias mediante o método de operadores
fraccionarios que na seccion 2.6 do presente tema introduciremos, e tamén para que algin dos resultados que na seccién
de periodicidade introducimos, non apareza orfo.

Recension matemdtica: George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Foi un matemdtico alemd. Realizou im-
portantes contribucions 6 andlises e a xeometria diferencial, e grazas a iso facilitou o camino para o desenrolo mdis
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avanzado da relatividade zeral.

Fillo dun pastor luterano, a sua primeira ambicion foi a de sequir os pasos de seu pai. Ingresou no liceo de Hanno-
ver, onde estudou hebreo e tratou de probar a certeza do libro do Xéneses por medio de razoamentos matemdticos. En
1846 ingresou na Universidade de Gotinga, que abandonou un ano despois para trasladarse d de Berlin e estudar baizo a
tutela de, entre outros, Jakob Steiner, Carl Gustav Jacobi e Peter Gustav Lejeune Dirichlet, quen exerceu unha grande
influencia sobre el.

A stia carreira interrompese en 1848 debido d revolucion. Un par de anos despois regresa a Gottingen, e en 1851 doutorase
cunha tese nesa universidade, a cal foi moi eloxiada por Carl Friedrich Gauss, considerado principe das matemdticas.
Nela Riemann estudou a teoria das variedades complezas e, en particular, o que hozxe en dia recibe o nome de superfi-
cies de Riemann, e introduciu na mesma os métodos topolozicos. Despois do seu doutoramento formulou a hipdteses de
Riemann, un dos problemas mdis importantes, matematicamente falando, aberto ainda nos nosos dias.

Ainda que as sias obras non foron moi numerosas, todas tenien un valor fundamental. Na sia corta vida contribuiu
en moitas ramas das matemdticas: integrais de Riemann, aprorimacion de Riemann, método de Riemann para series
trigonométricas, matrices de Riemann da teoria de funcions abelianas, funcion zeta de Riemann, hipdteses de Riemann,
teorema de Riemann-Roch, lema de Riemann-Lebesgue, e como non as integrais de Riemann-Liouville de orde fraccio-
naria que aqui amosamos, entre outros.

Riemann dou as sias primeiras conferencias en 1854, nas cales fundou o campo da zeometria de Riemann, materia
do mdster en matemdticas da USC. Ascendido a profesor extraordinario na universidade de Géttinga en 1857, fizose
profesor ordinario en 1859, o que fai gala da sia humildade. En 1862 casouse con Elise Koch.

O exceso de traballo minou o seu fraxzil organismo, e nos seus ultimos anos pasou pasou largas temporadas en Ita-
lia, onde trataba de atopar unha cura para a sia grave afeccion pulmonar.

Faleceu de tuberculose na sia terceira viaze a Italia antes de cumprir os 40 anos.

Debido & importancia matemaéatica da Hipoteses de Riemann, tratamos de dar unha breve descricién do proble-
ma para goce do lector. Non entraremos en cuestiéns técnicas, pero calquera dos resultados aqui indicados pode refutarse
en [2] da bibliografia, entre outros.

No que segue s = o + it € un namero complexo onde Re(s) = o e Im(s) =¢.

Non foi outro que Euler quen observou que para o > 1:

onde p recorre tédolos ntimeros primos e:

C(S) = )
n=1 ne
é a expresion da funcién zeta de Riemann no semiplano o > 1.
Como consecuencia disto, tense que ((s) # 0 para o > 1.
Agora estenderemos ((s) 6 semiplano o > 0.
Paras# 1,0 >0e N > 1, resulta:

N
1 Ni=s 1 < p(u)

= — —=N"°% d

RS v,

n

1
onde p(u) = s {u}, sendo {u} a parte fraccionaria de w.

Esta é a prolongacién analitica ao semiplano ¢ > 0, salvo en s = 1 onde presenta un polo simple con residuo igual a
1. Notar que para N = 1 a expresion anterior pédese escribir como:

¢(s) = ! +1+S/100 p(u)du

s—1 2 ustl o

Para s # 0,1, a ecuacién funcional da funciéon zeta de Riemann, permite estender a mesma a todo o plano complexo:

i (5) o) = (5 a0
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Definindo:
§(s) = 55(s = Da 8T () (o),
a ecuacion funcional da funcion ¢(s) toma a forma:
£(s) =¢&(1 —s).
A funcién asi definida resulta ser enteira de orde 1, e chamase funcion ¢ de Riemann.
A partir da ecuacion funcional, é doado deducir que ((—2n) = 0 paran = 1,2, ..., doado, se cabe, grazas a Euler.

Tales ceros denominanse triviais, e son os tnicos tales que Re(s) = o < 0.
Para s = 0, {(s) # 0, pois como ((s) presenta un polo simple en s =1, co cal {(1 — s) o presentard en s = 0, e dado

que a funcién I'(s) presenta polos simples en s = 0, —1,—2,..., —n, ..., serd ﬁ{(l —s) # 0, 6 cancelarse mutuamente

s

2
o polo simple da funcién (1 — s) co cero simple da funcién '™ ($).

Aparte dos ceros triviais, a funcion zeta presenta infinitos ceros no que se coflece como banda critica, (0 < Re(s) < 1),
e estes reciben o nome de ceros non triviais. Usualmente denétanse como p = 5+ 7.

O seguinte teorema ¢ fundamental:

Teorema: A funcién £(s) é enteira de orde un e ten infinitos ceros p, na banda critica. A serie X|p,|~! diverxe,
mentres que a serie |p,|~17° converxe para calquera ¢ > 0. Os ceros de £(s) son precisamente os ceros non triviais de
().

Xa con isto seremos capaces de entender a Hipoteses de Riemann: Foi en 1859 cando conxecturou por primeira
vez que se (0 +it) =0con 0 <o <1, entén o = %
Esta é a cofiecida Hipdteses de Riemann, ainda por refutar ou contradicir.
A recta o = % denominase recta critica.

Unha grafica que describe o dito ata agora é a seguinte:

Im(s) =t

Recta Chritica P 1

1 Re(s) =0

No programa de investigacién de David Hilbert no Congreso Internacional de Matemaéticas de 1900 en Paris, Hilbert
propuxo a Hipdteses de Riemann como un dos problemas mais importantes aos que, matemaéticos e amigos, deberian
facer fronte ao longo do século XX. O ser preguntado que faria se despertase despois de durmir durante cincocentos anos,
respondeu que a sda primeira pregunta seria se a Hipoteses de Riemann foi probada. Este problema, ainda aberto,
esta incluido no premio do milenio do Instituto Clay de Mateméticas.

Dende que Riemann plantou tal conxectura, o desenrolo da teoria da funciéon zeta deu cabida a probar un dos
resultados mais importantes en teoria de nimeros: O teorema dos nameros primos.

En 1914 Hardy, G.H, probou que na lina critica ¢ = % a funcién zeta ten infinitos ceros, peso isto non impide que
exista outra rexiéon tamén con infinidade dos mesmos.

Ata os nos dias, existen resultados de especial indole, debido que moitos foron os que traballaron sobre a Hipoteses
de Riemann, cada vez sobre rangos maéis grandes.
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Ata onde sabemos, segue a ser un dos problemas abertos méis importante, agora, do século XXI.

Para contradicila, un simple contra-exemplo bastaria, pero ainda que hai moitos matematicos escépticos sobre a
veracidade da mesma, non é menos certo que existen computadores que calcularon moitos ceros no lugar onde Riemann
conxecturou, e de momento ningtn féra de ali. Por exemplo, sidbese que os primeiros 1,5 x 10° ceros non triviais da
funcion zeta, descansan sobre a lina critica. Para a comunidade matematica, isto non é considerado proba algunha.

Para probala, como é costume na andlise matemaética, unha boa cota resolve un gran problema.

Imaxinemos que somos capaces de establecer unha rexién libre de ceros, é dicir, ((s) # 0 para:

Re(s) > 1 —C(o,t),

sendo C(o,t) > 0 unha cota tal que C(o,t) — % cando Im(s) — oo.
Terfamos pois que ((s) # 0 na rexion o > 3, e da relacion £(s) = {(1 — s) dentro da banda critica, tamén ((s) # 0
para o < 1.

Consecuentemente se (o + it) = 0, deberia ser o = 3.
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2.3. Derivada fraccionaria segundo Caputo.

A definicién de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville tivo un papel moi importante no desenrolo da teoria
fraccionaria e das suias aplicaciéns puramente matemaéticas: definicién de novas clases de funciéns, sumas de series,
solucién de ecuacions diferenciais de orde enteiro,... .

Desafortunadamente o enfoque de Riemann-Liouville conduce &s condiciéns iniciais que contenen os valores limite da
derivada fraccionaria de Riemann-Liouville no seu limite inferior a = 0, (no noso caso). Estamos falando de condiciéns
iniciais, por exemplo, do tipo:

limy o+ D71 f(t) = by,
lim; g+ DO2f(t) = b,

limy_, o+ DO F(t) = b,

A pesar de que os problemas suxeitos a este tipo de condiciéns iniciais poden ser resoltos de maneira xeitosa, as sias
soluciéns son pouco ttiles, debido a que non é conecida unha interpretacion fisica clara para este tipo de condiciéns
iniciais.

Ao longo do século XX as matematicas foron empregadas para modelar problemas fisicos concretos, os cales dispofiian
de condicions iniciais fisicas expresadas a través de derivadas clasicas. O céalculo da transformada de Laplace da derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville, como vimos, non abarca este marco de interpretacion fisica, requirindo o emprego de
condiciéns iniciais como as anteriormente descritas, pero o desexado era obter unha orde natural como a modelaxe de
fenémenos fisicos requiria.

A vista disto, naceu a necesidade de introducir unha nova definicion que tivera en conta a interpretacion fisica clasica.
Liouville preveu este feito, e a sia testemuiia foi recollida M. Caputo. Esta nova definicion ten a vantaxe, con respecto
a anterior, que unicamente require conecer os valores iniciais da funcion f considerada e das stas sucesivas derivadas de
orde enteiro, se é aplicado conxuntamente a través do operador de Laplace.

Ofrecido pois por M. Caputo, tivo unha ampla aplicacién en viscoelasticidade, onde a modelaxe empregando a derivada
fraccionaria de Caputo deu lugar a melloras considerables relativas 4 descricién do material considerado.

Estamos a falar da seguinte definicién de derivada fraccionaria no senso de Caputo:

Definicién 2.7. Sexan = [a] +1se a € NU{0} e n = a se a« € NU{0}. Se f(x) € AC"[0,1] entén © D f existe en

case todo punto z € [0, 1] e esta definese como:

“Df(x) =1""" (D"f) (2)
1

— ’ T — n—a—1 g(n)
e AT IO

Observacion: Notar que no senso de Caputo, a derivada dunha constante si é a funcién nula.
Tamén é ben conecida a seguinte identidade para unha funcién f axeitada, por exemplo para unha funcién f n—veces
derivable, que nés particularizamos para o caso no que o limite inferior sexa 0:

(0
D* f(z) :CDa< +Zf ) (2),

onden=[a]+1sea g NU{0} en=aseacNU{0}.
Isto permite introducir un definiciéon da derivada fraccionaria segundo Caputo orde o > 0 via a derivada fraccionaria

de Riemann-Liouville:
C Nna f(k)
Df(z) = Z (z),

onden=[a]+1sea g NU{0} en=aseacNU{0}.
A vista disto, é claro que se 0 < o < 1, enton:

“Df(x) = D* (£(t) - £(0)) ().

Propiedades:
C1): E lineal, é dicir, para \,p € Re f,g € L1(0,1), serd

[CD*(\f + pg)] (x) = A“D* f(a) + p“D(a).
C2): Para f € L;(0, 1), verificase
lim “Df(z) = f™(x), «a>0.

a—n
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Da definicién de derivada fraccionaria segundo Caputo temos

C nHa 1) = 1 ‘ r — )1 (n)
D" (@) = oy | =070,

(z—t)" =

n—«

que facendo partes con u = () (t) = du = fPHD(t)dt e dv = (x — )"~ f)(¢)dt logo v = —

o) - b (10

I'(n—a) n—a«a
(e |
 n—a)l(n—a) (n—a)l

B f(n)(O)xn—oc 1 x e i)
Thn—a+1) T(h—a+1) /0 (z—=t)""f (t)dt.

, resulta

x

+ /x(x — )" D ()t

o N—aJo

n—a) / (x — t)"fo‘f("ﬂ)(t)dt, (Ec. funcional gamma)
- 0

Para rematar, pasando a limites ambos membros da anterior igualdade, obtense o desexado:

m CDo () = 1 (L@ 1 (5 — )= fnD)
ahﬁ}ln D f(l’) o a1£>nn <F(7’L —o+ 1) F(’I’L — o+ 1) A (SU B t) f o (t)dt>
=500+ [ 5
0
=" (@),

C3): Para f € L1(0, 1), verificase:
“DIf(2) = f(x),

para case todo x € [0,1].
Proposicion 2.8. A transformada de Laplace da derivada fraccionaria sequndo Caputo

n—1

L[°D*f(z)] =p*F(p) = Y_p* ¥ 'D*£(0).

k=0
Proba.
Da definiciéon de derivada fraccionaria de Caputo

“Df(x) = 1" (D" f) (x) = I""“g(),

sendo g(z) = D" f(x).
Aplicando o operador de Laplace, e tendo presente que cofiecemos a transformadas de Laplace da integral e derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville, resulta:

LD f(@)] = £ g(a)] =

=p* "L[D" f(z)] =p* " (p”F(p) - Z_: ka"klf(0)>
k=0

n—1
=p"F(p) —p* " > _p"D" 1 f(0)
k=0

=p*F(p) — p* " (D"71f(0) + pD" 2 f(0) + - + p" "' D°(0))

= pF(p) = p* DL (0) 4 p LD R (0) 4 T DOF(0)
n—1

=p*F(p) = ) p* "D (0).
k=0

O

Observacion: Notar que uso de derivada fraccionaria segundo Caputo facilita o proceso de resolucién de problemas
concretos. O aplicar a transformada de Laplace a este operador podemos usar condicions enteiras iniciais clésicas, e polo
tanto de interpretacion fisica coniecida.
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Lema 2.9. Sezaa>0en=[a]+1sea ¢ NU{0} en=a sea e NU{0}. Se f € AC"[0,1] ou f € C™[0,1], enton:

Sfﬂ%mﬂ.

(19€DF) (@) = f@) = 30+

k=0
Proba. Como por hipdteses f € AC™[0,1] ou f € C™[0,1], da definicién segundo Caputo temos que:
CDf(x) = I""*D" f(x).

Distingamos os casos:
i) Se a € NU {0}, entén n = a, polo que:

“Df(x) = D" f(x),

e o resultado séguese do lema 2.6 particularizando no caso que nos ocupa, a = 0.
ii) Se o ¢ NU {0}, entén n = [a] + 1 polo que n — & > 0, e asi aplicando a lei de expoifientes I4, resulta:

(I“°D*) (z) = I* (I""*D" f(x)) = I"D" f (),

e de novo o resultado séguese do lema 2.6. O

2.4. Sobre a periodicidade da derivada e integral fraccionaria.

Os resultados desta seccion baséanse en [5] da bibliografia.

E un feito cofiecido que a derivada dunha funcién periddica, no senso usual e sempre que exista, ¢ unha funciéon
periodica. Referindonos &s primitivas de funciéns periédicas, en ocasiéns tamén resultan ser periddicas, como ocorre ca
funcién cos x como primitiva da funciéon sen x.

O concepto de periodicidade anterior non ten o seu homélogo no calculo fraccionario no senso que a derivada e integral
de orde fraccionario de funcions peridédicas, non son tal, salvando a excepciéon da funcion nula.

Sexan T > 0 e f : R — R unha funcién T—periédica con f € C'(R), entén f’ é tamén T—periddica.

Sen embargo, a primitiva de f

0= [ s

non é, en xeral, T—periddica. Basta tomar por exemplo f(z) =1 e ver que F(z) = x non é T’ —periodica para calquera
T > 0.
Unha condicién necesaria e suficiente para que F sexa T —periédica é que

Aﬁwwz

Como dixemos, pretendemos ver que a derivada e a primitiva de orde fraccionario dunha funcién T'—peridédica non
pode ser T'—periodica, salvando a excepcién, da funcién nula.
Escribamos

F=I'f, [ =D
e como sabemos
D' (I'f) (z) = D' F(x) = f(x)
pero
YD f)(x) = I'f'(z) = f(z) - f(0),

é dicir, I'(D f)(z) # f(x) salvo que f(0) = 0.
Sexa « € (0,1). Enton se f € L1(R) a integral fraccionaria de Riemann-Liouville est4 ben definida. Ademais I*f €
L,(0,T) para calquera T > 0 e o operador
I%: Ll(O,T) — Ll(O,T)

e lineal e limitado, como vimos.
O igual que ocorre no caso enteiro, temos que

DY (I°f)(x) = f(z), “D*(I*f)(x) = f(x),

pero en xeral, [%(Df) e I*(“ D® f) non son iguais a f.
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En efecto, para o € (0,1) sera n =1, e asi

1(“D* f)(w) = I*(I'"*D" f)(=)

Doutra banda, do lema 26, deducese:
D« 1 0
f( )$a71

I& DOL — _
(D) = £(&) =~
Ademais, como vimos, segundo a derivada fraccionaria de Caputo, é valida a seguinte expresion:

“D*f(z) = D*(f(x) - £(0)).
O obxectivo desta secciéon céntrase no seguinte teorema. A sia proba require unha serie de resultados auxiliares, polo

que de momento s6 enunciaremos:

Teorema 2.10. Seza f : R — R unha funcion non nula e T—periddica con f € L, (R). Enton, I*f non é T—periddica
calquera que sexa « € (0,1).

Supoiiendo certo o teorema anterior, temos o seguinte corolario:
Corolario 2.11. Seza f : R — R unha funcién non nula e T—periddica con f € L}, (R). Enton, a derivada fraccionaria

de Caputo ©D*f non é T—periédica calquera que sexa o € (0,1).
O mesmo resultado € valido para a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, D f.

Proba.

Suponamos pola contra que “ D®f é T—periédica. Entén, polo teorema previo I®f non é T—periodica.

Sen embargo

I°(°D*f) = f(t) = £(0)

é T —periodica, por selo f.

Un razoamento similar é valido para a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Sen mais que suponier que D f é T—periodica e considerando a funcion f = f— f(0), a cal é T—periodica, teriamos
que

CDaf- — Daf

e asi poder obter de novo a mesma contradicién. O

Os seguintes lemas son necesarios para a proba do teorema 2.10.

Lema 2.12. Suporiamos que f € Li, .(R) é T—periddica. Se I*f é tamén T—periédica, enton:

/T(nT—t)a_lf(t)dtzo, n=123,.. (1)
0

Proba.
Se n =1, por ser I*f(T) T—periodica:

0= 1 (0) = A7) = [ (T =0 e

Se n = 2, resulta:

2T
0= I°f(2T) = ﬁ/@ (2T — L f(t)dt
2T
ﬁ/ ) )dt+ﬁ/T (T — )*~Lf(t)dt, (t=u+T)
T
- / 1O+ g [T =0 e T
T
- 7 / 1+ s [ =0
1 a—1
- / (2T - )° (tyat
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onde a ultima igualdade é consecuencia do paso n = 1.
A proba séguese facendo inducién sobre n.
Suponamos que o resultado é certo para n > 2 isto é:

/T(nT — 1)~ f(t)dt = 0,
0

e verifiquémolo para n + 1.
Pois ben, da periodicidade de I“f sera

(n+1)T
0=I%f((n+1)T) :/O (n+ )T —t)* "L f(t)dt

n j+1)T
-y / e (e

j=0"JT

onde aplicamos a propiedade aditiva das integrais.

Doutra banda, para j = 1,2, ..., n, considerando o cambio de variable ¢t = u + j7T, temos que
n oo rGHDT
Z/ (n+ )T — )L f(t)dt = Z/ (n+1—HT —u)* " f(u)du =
j=1"3T

por hipoéteses de inducién, xa que 1 <n+1—j5 <n.

Asi pois
(J+nT
_ n a—1
OZ/T ((n+ )T = )7 (1)t
_ T 1 a—1 t)dt . G+LT 1 a—1
= [ e nr—osa +Z/T ((n+ 1T — B~ f(t)at
de onde .
/ (n+1)T —t)> 1 f(t)dt = 0,
0
co se que conclue. O

Lema 2.13. Nas condicions do lema 2.12,
T
| i =o (2)
0
Proba.

Sexan fT e f~ a parte positiva e negativa de f, isto é:
fH(z) =max(f(2),0), [ (z)=-min(f(x),0), f=f"-f".

Da ecuacion (1) do lema 2.12
T T
/ Je L f(t)dt = / (nT — ) (FH (1) — £~ (1))de
0 0
a 1 e+ _ nT — a—1 p—
/0 f()t/O(Tt) F(0)de

de onde

/T(nT — ) T (t)dt = /T(nT — )2 T (t)dt
0 0

Enton se fo fr(t)dt =0 ou fo t)dt = 0, de (1) séguese que f = 0.

Consideremos pois o caso
t
/fr dt>/f d1t>0:>f0 <1.
f fH(t)dt
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Asi, para n = 2,3,..., temos

( nT >°‘1 y I F (bt
(n—1)T S fryar

equivalentemente
T T
()t [ £ @t > (=01 [ 5 e

0 0
é dicir

T T

(nT)CH/ frt)dt — ((n — 1)T)“*1/ f(t)dt > 0.
0 0
Agora, como nT > 0et € [0,T], sera nT —t < nT, e posto que « € (0,1) debe ser &« — 1 < 0, co cal:

1 < 1
(nT —t)i—o = (nT)i-o"

Doutra banda, nas mesmas condiciéns, temos
nT —T<nT—t=—-(nT-T)>—(nT —1t),

é dicir
1 1

(n=1)T)t=> = (nT =)t

Da ecuacion (1), e do razoado previamente, séguese:
T
0= / (nT — )L f(t)dt
0
T T
= / (nT — t)*" L (t)dt — / (nT —t)*~ = (t)dt
0

0
> (nT)e! / @t — (n— 1)T)! / (@t
> 0,

o que é absurdo.
O mesmo razoamento é valido para o caso

T T
/ [ (t)dt > / fHt)dt >0
0 0

chegando de novo a unha contradicion.
Necesariamente

T T
+ _ —
/0 f (t)dt—/o F(B)dt > 0,

/OTf(t):O.

polo que

Lema 2.14. Nas condicions do lema 2.12,
T
/ (T+6 -t f(t)dt =0, Véel0,T].
0

Proba.
Se § =0 ou § =T, a ecuacion (3) reducese a

T T
/(T—t)a‘lf(t)dt e /(2T—t)a‘1f(t)dt,
0 0

respectivamente, e en ambos casos, pola periodicidade de I*f e o visto no lema 2.12, temos o desexado.
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Suponamos pois 0 < § < T. Entoén:

1 T+6
AT +0) = s /0 (T 45— ) f(t)dt

1 T a—1 L e _ p\a—1
:@/o (T+6—1) f(t)dt+r(a)/ (T 46 — )" f(t)dt

T
1 T ot L 5 et N
=i, 80 0 [ s, (=t D)
1

- 7 / (T + 6 —1)*~ f()dt + I°£(5).

Como por hipéteses I*f & T—periodica, para § € (0,7 fixo, sera

1°f(T+6) = 17£(5),

de onde
17 .
—_— T+0—t)* " f(t)dt =0.
g RGO
O
Lema 2.15. Nas condicions do lema 2.12,
T
/ (T+7r—t)*"1f(t)dt =0, VYrecR. (4)
0
Proba.
Sere[0,T] our =nT,n=1,2,..,aecuacion (4) redicese aos lemas anteriores 2.14 e 2.12, respectivamente, polo

que neste caso non hai nada que ver.
Sexa r = nT + §, de xeito que T +r = (n+ 1)T 4+ 6, § € [0,T]. Entén, pola periodicidade de I*f temos que:

1 (n+1)T+3
I“f(8) =T1f(T +r) = )/O (n+ V)T +6 — )1 f(t)dt,

IN(e
e da propiedade aditiva das integrais o ultimo membro da igualdade podemos escribilo como

1 (n+1)T+5 ot _L n G+1)T el
@/o (n+ DT +0-1) f(t)dt_r(a)]z_(:)/jT ((n+1)T +6 — )~ f(¢)dt

1 (n+1)T+6 .
+—/ n4 )T + 8 — )L f(1)dt.
Wy oy (DT 0=

A continuacién consideremos cada unha das integrais do lado dereita desta ultima igualdade por separado.
Nas integrais dependentes de j, consideremos o cambio de variable ¢t = u + jT e chamemos ¢ = (n — j)T + ¢, para
obter

G+nT T
/T (n+1D)T 46— )" f(t)dt = /0 (T+(n—HNT+6—w* " flu+jT)du

T
:/0 (T +t' —uw)* ' f(u)du.

Para a ultima integral, usamos o cambio de variable t = u + (n 4+ 1)T de xeito que

(n+1)T+6 5
/ (n+1)T + 6 — )~ f(t)dt = / (6 —w)*f(u+ (n+ 1)T)du
(n+1)T 0

)

- / (6 —u)™ " f(u)
0

— I°f(5).
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Asi pois:
n T
PO =Y [ @t - e+ 1),
j=0"0
é dicir
n T n T
Z/ (T + ¥ — u)o= f(w)du = Z/ (T(n - j+1) 40— u)>=1 f(w)du = 0.
j=0"0 j=0"0

A proba séguese facendo inducién sobre n, 6 igual que no lema 2.12.

Lema 2.16. Sezan f: R — R unha funcion continua e T—periddica con T >0 e 0 < a < 1 fizo. Suporiamos que

T T
/ (T+r—t)*"1f(t)dt =0, VrecR, / f(t)dt = 0.
0 0

Enton f = 0.

Proba.
Xa que fOT f(t)dt =0, entén 0 = fOT ft)ydt = fOT(f+(t) — f~(t))dt e podemos definir

T T
c= + = - .
/0 F (bt /0 F(B)dt >0

Se ¢ = 0 daquela f = 0, pola continuidade de f.
Definamos

T
b(r) = /0 (T + 1 — 1)L f(t)dt.

Das hipoteses ¢(r) = 0 para calquera r € R. Enton para 0 < a < b < T, temos:

0= /ab p(r)dr = /ab (/OT(T +r— t)"‘_lf(t)dt> dr
_ /OT (/:(T o t)“ldr> Ft)dt

:/OT ((T+b—t)“—(T+a—t)“)dt,

«

onde asumimos que 0 < a < b, t < T. Polo tanto
T
/ (T +b—1)" = (T +a— 1) dt =0,
0
o que implica que
T
vl = [ (T4
0
é unha funcién constante.

Doutra banda, posto que
r% — (T +r)%c<y(r) < (T+7r)%—r%,

c:/OT f+(t)dt:/0Tf_(t)dt

e posto que 0 = fOT f(t)dt = fOT frt)dt — fOT f(t)dt, e

lim (T +7r)*—=r*) =0

r—00

onde

resulta

T
/ (T +7r—t)f()dt =0, VreR.
0
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Sexa agora

ooy Jfr), relo,T]
I {O, r>T

Definindo
Plr) = (T +1)°,

a convolucién de ¢ e f vird dada por

(t)dt = /T(T +r— ) f(8)dt = 0,

AS)

*
k")
—
=

Il

S—
8
o}
=
|
Nt
k'3)

como vimos con anterioridade.
Como a transformada de Laplace dunha convolucién é o produto das transformadas que a involucran, resulta

0= £[0] = L[g] - L[f] = L[ * f].

Pero

Llptr)) = [T e TIOT L, (=T )

= / e Pidt, (u=pt)
/oo u (u)a du
= e _— —
pT p p

oo
:p_(“a)/ u®e " "du
pT

=p U014+, pT) # 0,
logo debe ser £[f] = 0 de onde f =0, é dicir, f =0 en [0,7]. O

Estamos en condiciéns de probar o teorema 2.10, que recordamos:
Teorema: Sexa f : R — R unha funcién non nula e T—periédica con f € L}, (R). Enton, I®f non é T—peri6dica
calquera que sexa a € (0,1).

Proba.
Sexa a € (0,1) e T > 0.
Suponamos pola contra que I f é T—periddica, entén:

I°F(0) = 0 = I f(T),
é dicir .
0= I°/(T) = / (T — )" (2,

de onde f = 0, o que esta en contradicion cas hipoteses. O

2.5. A funcién de Mittag-LefHer.

Se algo merece ser recalcado pola sta importancia no céalculo fraccionario, estas non son outras que a familia de
funcions de Mittag-Leffler. Como sabemos, as exponenciais preséntanse como solucion natural nas ecuacions diferenciais
ordinarias lineais, (EDOs), de feito forman un sistema fundamental de solucions.

Este papel cobra protagonismo, dun xeito anédlogo, a través das funciéns de Mittag-Leffler no caso das ecuaciéns
diferenciais fraccionarias, (EDFs). Esta funcién ¢ unha xeneralizacién de moitas funcions conecidas, e de feito, a propia
exponencial , e”, pode ser vista como un caso particular da familia Mittag-Leffler.

Debido & bibliografia empregada para a realizaciéon do traballo, nesta seccion daremos o resultado maéis xeral, é dicir,
no corpo dos ntimeros complexos.

Definiciéon 2.17. Dados «, 5 € C, a funcién de Mittag-Lefller de dous parametros, escrito E, g, é a funcién complexa
de variable complexa definida por:
sk

Eup(s) == kZ:O Tk T A" Re(a) >0, Re(B) > 0.
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E moi usual tomar 5 = 1, e asi a anterior definiciéon reducese a:

o0

kZ:O T ozk:—|— 0 Re(a) > 0, Re(B) > 0.
Como consecuencia destas definiciéons temos o seguinte teorema:

Teorema 2.18. Son vdlidas as sequintes:

1
i) Ea,B(S) = SEoz,aJrﬁ(S) + m7
d
i) Eo,p(s) = BEap+1(s) + 05£Ea,5+1(5)7

m
iit) (;i) [P Eq 5(s™)] = sP 7 Eq gom(s*), Re(B—m)>0, m=0,1,...

Proba.
i) E consecuencia inmediata da definiciéon 2.17, pois

I( ozk—|—ﬁ
k+1

B z F(ak‘—i—ﬁ—i—a)

k=-1

8OM8

1
=sF, o + .
+8(5) T3
ii)Partindo do lado dereito da igualdade, resulta:
d oo k o0 —
E, —FE, —_
BEapr1(s) + asToFapia(s) = 5; Tkt A11) kz ak+6+1)
_ f: _(B+ak)s"
= Tk + 5+ 1)
_ > (B + ak)s
= (B + ak)I'(ak + B)
= Eaﬁ(s).
iii)Partindo do lado esquerdo,
m m ak+ﬁ 1
i [ B— 1Ea 13 _ i
ds ds k ‘ T(ak + B)
x d ak—i—,B 1
: 2 &) ferm
i ak-i—,@ m—1
P F(ozk + 5 —m)
ak

onde fixemos uso da Power Rule da derivada fraccionaria no casa particular en que o = m.
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Alguns casos particulares:
1.- A exponencial:

Bras ZFk—i—l Zk':

k=0

1
2.- E12(s) = g(es — 1), pois

o0 k
s
Ei (s
12(e) ];O T(k +2)
s !
s i (k+1)
1
= — S _ ]_
(e -1)
e’ —s—1 .
3.-E13(s) = ——a > Pois
> s
E1 3(8) =
= I'(k+3)
1 e gk+2
82 (k+2)!
1
=2 (e —s—1)
En xeral:
r—2
1 k
Er.(s) = — (es - S'> , o r=1,2,....
s = k!
4.- Suma dunha progresién xeométrica, (|s| < 1):
ok
s 9 1
FEo(s ZF(I =1+s+s —l—---—l_s

k=0

O seno e coseno hiperbdlico tamén poden ser vistos como un caso particular da funciéon de Mittag-Leffler:
5.- Coseno hiperbolico dunha raiz:

e 2

s s
E =1 2 4. =cosh
2,1( ’;)I‘QkJrl +ogp g T =cos (v/s)
6.- Coseno hiperboélico:
Esq( = = cosh(s)
|
T 2k +1) &= (2Kk)
7.- Seno hiperbdlico:
= I sk senh(s)
E - =
22( ];)FQIH—Q skZ:O(Qk—i—l)! s

Como vimos na definicién da funcién de Mittag-Leffler, esta é unha xeneralizacién da exponencial e®, que pode ser
vista como una caso particular da funciéon de Mittag-Leffler.
Estamos interesados en obter a transformada de Laplace da funciéon de Mittag-Leffler, e para tal fin, empregaremos

a analoxia entre ela e a funcién exponencial e®. Para lograr o que nos propofiemos, primeiro obteremos a transformada
de Laplace da funcion t*e®t.

Os detalles plasmanse na seguinte proposicion:
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Proposicién 2.19. Dados k € N, a € R, e a,f € C, cimprese que para todo t > 0

klpa—F

ak+B-1 (k) Loy _

(e

Re(p) > |a['/*,

onde E((ng(s) é a derivada k—ésima de Eo g en s.
En consecuencia:

klpe—r
o [p ] — gokt81 ) (gpe).

(p* — a)ktt
Proba.
Primeiramente, vexamos que para |s| < 1 verificase que:
e 1
/ e tetstdt = ——. (5)
0 1Fs
En efecto:

/ e~ testdt = / s—1)e (s—Dtgp —
0

= (e 1”) (Is| < 1)
== <|s\<1>

(e’ + k o)
:Z( ) / e~tthdt, (k> 0)
k=0
=> o T(k+1) = > (s

k=0 k=0
1
C1Fs

Doutra banda, derivando k—veces con respecto a s a ambos lados da expresion (5), resulta:

Oo—tkzl:s‘t k!
/0 e te‘dtzm, ls| <1,

e facendo un par de substitucions obvias, obtemos a transformada de Laplace ben cofiecida da funcion tFe*at :
/OO e PikeFatgr = M Re(p) > |al.
0 (pFa)ktt’

Consideremos agora a expresion da funcion de Mittag-Leffler de dous pardmetros, e substituindo a sta expresion na
integral da riba, resulta:

s <1,

/ e UPTLE, 5(st®)dt =
0

que derivando k—veces a ambos lados con respecto a s, empregando un razoamento analogo ao anteriormente descrito,
obtemos a transformada de Laplace da funcién t“k+5—1E(§k>ﬁ(isto‘) :

1—s’

klpe—Fh

1
(EED Re(p) > |al=

/ €_pttak+’ﬁ_1Eg% (ata)dt _
0

As funcions de Mittag-Lefller xogan un papel moi importante na solucién de ecuacions diferenciais fraccionarias.

Para a realizacion dos resultados amosados nesta seccion apoidmonos en [8] da bibliografia.

Na seguinte taboa presentamos un breve resumo de pares de transformadas de Laplace conecidas. Todas son conse-
cuencia inmediata da proposicién anterior e referirémonos a ela como taboa de Mittag-Leffler:
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Lly(t) = Y (7) .
pal— a 121 By o (at®)
PO?S: a) Eo(—at®)
p]z“a:ﬁa t97 Eq p(at®)

Nesta taboa «, 8 > 0 son arbitrarios e a € R.

Recension matemdtica: Giosta Mittag-Leffler (1846-1927). Foi un matemdtico sueco. Fillo do director de escola John
Olof Leffier e de Gustava Wilhelmina Mittag, a sia irmd foi a escritora Anne Charlotte Leffler. Os seus comezos aca-
démicos foron na universidade de Upsala, onde se matriculou en 1865 e posteriormente adquiriv o titulo de doutor en
1872. Foi profesor nesa universidade ese mesmo ano. Posteriormente logrou unha cdtedra de matemdticas na Universida-
de de Helsinki e foi o primeiro profesor de matemdticas da Universidade de Estocolmo, da que foi reitor entre 1891 e 1892.

Ademais da sia faceta matemdtica, tamén destacou como home de negocios, pero o colapso econémico de Europa acabou
ca sia fortuna en 1922.

Foi membro da Real Academia das Ciencias de Suecia dende 1883, da Sociedade Finlandesa das Ciencias e as Letras
dende 1878, da Real Sociedade Sueca das Ciencias en Upsala, da Real Sociedade Xeogrdfica Sueca en Lund dende 1906
e de aprorimadamente 30 sociedades estranzeiras das que destacan a Royal Society de Londres (1896) e a Academia das
Cliencias Francesa de Paris. Foi galardoado cos doutorados honorarios da Universidade de Oxford e doutras universidades.

O seu nome leva un teorema sobre a representacion de funcions uniformes mediante series polindmicas e as funcions de
Mittag-Leffler de especial transcendencia no cdlculo fraccionario.

Fundou a revista Acta Mathematica (en 1882), parcialmente financiado pola fortuna da sia esposa Signe Lindfors, e
un instituto dedicado o desenrolo da ensinanza da matemdtica.

Unha lenda urbana di que Alfred Nobel decidiu non establecer un Premio Novel de Matemdticas por unha suposta rivali-
dade persoal con Mittag-Leffler, ainda que non base historica algunha.
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2.6. Aplicaciéns.

Os operadores de integracion e derivacion fraccionarios son unha xeneralizacién dos ordinarios, que para un orde
natural, o desexado é recuperar o resultado no seu senso ordinario. Esta xeneralizacion fai perder propiedades basicas,
como vimos, que non se dan no caso de orde fraccionario (ou arbitrario).

Nesta seccién describiremos métodos para resolver unha ecuacion diferencial fraccionaria, EDF, que a continuacion
presentamos, e despois trataremos de aplicalos a casos concretos.

Unha ecuacion diferencial fraccionaria de orde o > 0, escrito EDF, é unha expresién do tipo:

Day(x) =f [:l), y(z)vDaly(I)a DOQy(x)’ ) Dam*ly(z)] )

onde y(z) é unha funcién real con dominio real descofiecida, f[z,y1,¥y2,-..,Ym—1] € unha funcion dada e D** con k =
1,2, ..., m—1 son operadores de orde fraccionario que representan derivadas fraccionarias, (Riemann-Liouville, Caputo,... ),
verificando 0 < a; < ap < =+ < Q1 € M > 2.

Unha solucién da EDF da definicion previa e calquera funcion real y(z) de variable real que verifique a igualdade
anterior.

Falaremos de ecuacién diferencial fraccionaria lineal de orde o > 0 se nos atopamos ante unha expresién do tipo:

m—1

Dy(z) = ao(x)y(z) + Y ar(z)D*y(x) + b(z),
k=1

onde y(z) é unha funcién real con dominio real desconecida, a;(z) (k =1,2,...,m—1) e b(x) son funcions cofiecidas e D**
con k=1,2,...,m — 1 son operadores de orde fraccionario que representan derivadas fraccionarias, (Riemann-Liouville,
Caputo,... ), verificando 0 < a3 < g < +++ < Qup—1 € M > 2.

No caso en que as funcioéns ay(x) (kK =1,2,...,m—1) e b(x) sexan constantes, falaremos de EDF lineal de coeficientes
constantes, e se b(z) = 0 diremos que é unha EDF lineal homoxénea.

Se usamos derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville e queremos atopar unha soluciéon y(z) da EDF

D%y(x) = f[z,y(x), D" y(x), D*y(z), ..., D " 'y(x)],

suxeita s n condiciéns iniciais
DoFy(0) = by, breR, k=12...,n,

onde n =[a]+1se a ¢ NU{0} e n = a se a« € NU{0}, diremos que estamos ante un problema de tipo Cauchy para as
derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville.
Doutra banda, se usamos derivadas fraccionarias de Caputo e queremos atopar unha solucién y(z) da EDF

“D(x) = f [z, y(x)," D*'y(z), D*?y(x),...," D 1y(z)],

suxeita 4s n condicidns iniciais
CDFy(0) =bp, breR, k=1,2,..,n—1,

onde n = [a] 4+ 1, diremos que estamos ante un problema de tipo Cauchy para as derivadas fraccionarias de Caputo.
Por ultimo, para a > 0 e (a,b) C R, definese o espacio de funcions L*(a, b) como:

L%(a,b) ={f € Li(a,b) : D“f € L1(a,b)}.

Dende un punto de vista do anélises matemaético, e de especial interese determinar cando existe solucion deste tipo
de problemas, e non menos importante saber se é tinica, ainda que na teoria fraccionaria isto non é tarefa doada.

As cuestions relativas a estes resultados de existencia e unicidades de problemas de tipo Cauchy podense consultar
en [1] da bibliografia, concretamente o capitulo 3.

A continuacién describimos dous métodos de resoluciéon dun problema de tipo Cauchy no senso fraccionario:

1.-Mediante a aplicacién de operadores fraccionarios: Sexan f : [0,00) — R e a € (1,2], e consideremos o
problema tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Caputo dado por:

“Dy(x) = f(zx), x>0.

Como 1 < a < 2, debe ser n = [a] + 1 = 2, e polo tanto son necesarias dtas condicions iniciais no limite inferior 0:

y(0) = bo,
y/(O) = by,
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Tratamos de aplicar o operador integral fraccionario de Riemann-Liouville, 7%, a ambos lados da ecuacion.
Do lema 2.9, para o lado dereito temos:

1

(k)
IaCDay(x):y(x)_Zf (O)xk

]
— K

e asi a ecuacién convértese en:
y(x) = co + crx + 14 f(x),

sendo cg e ¢ constantes que dependerian das condicions iniciais.
Imponendo ditas condiciéns, obtemos

bo = y(0) = co + 1 £(0),

de onde by = ¢, pois I*f(0) = 0.
Doutra banda, como « € (1, 2] tendo presente a lei de exponiente 14), resulta:

y'(x) =c1+ DIf(x)) = c1 + DI f(a) = er + 17 f(a),

e daquela,
by =y'(0) = c1 + I°71f(0) = e,

é dicir, b; = c;.
Asi, a solucién da EDF é:

y(x) =bg + bz + 1% f(x)

=bo + b1z + ﬁ /Ox(x — )2 f(t)dt.

Notar que cando a = 2, a anterior reddcese a:

x
y(x) = by + brz + / (x —t)f(t)dt,
0
que ¢é a solucién da ecuacion diferencial no seu senso ordinario:

y'(x) = f(=),

cas mesmas condiciéns iniciais &s consideradas no problema tipo Cauchy fraccionario.

2.-Mediante a aplicacién da transformada de Laplace: Este método é completamente analogo 6 descrito na seccion
1.5. Aplicarémolo a un caso concreto para dar senso as distintas transformadas de Laplace que estivemos calculando dos
operadores de derivacion fraccionaria de orde arbitraria.

Consideremos a ecuacion diferencial de oscilacion:

y'(z) = My(x) + f(x), ©>0,

onde f :[0,00) = R, A € R que xeneralizaremos para valores de « € (1,2] dando lugar o seguinte problema de Cauchy
con derivadas fraccionarias de Caputo:

CD%(z) = \y(z) + f(z), = >0.

Como 1 < a < 2, debe ser n = 2, e de ai que sexan necesarias dias condicién iniciais no limite inferior 0:

y(0) = bo,
yl(O) = b1.

Aplicando a transformada de Laplace a ambos lados da ecuacion:
LIODy(@)] = AL[y(w)] + LLf ()],

c como n = 2, da proposicién 2.8 séguese:

p*Y (p) — p*'y(0) — p* %Y (0) = XY (p) + F(p),
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onde Y(p) = Lly(x)] e F(p) = Lf(2)].
Introducindo as condicions iniciais e despexando Y (p) obtemos:
P! p? F(p)

Y(p) = b b :
(p) pa—)\0+p0‘—)\ 1+pa_)\

Finalmente aplicamos £~! para obter y(z), solucién da EDF:

a—1 a—2

y(z) = boL ! [pi - )\} +b, L0 Lﬁ — /\] +L7t [pf(f))\]

= boEa1(AzY) + b12Eq o(A2®) + /x(g; — 1) By oMz — )] f(t)dt,
0

onde aplicamos de xeito recorrente a taboa de Mittag-Leffler e o feito de que:
| F) - 1
£t =L! - F
Lﬂ“ - A} [p“ -A (p)]
=2 B, o (A2?) * f(2),

argumento de convolucién explicado na seccién 1.4 do capitulo 1.

Motivacién: Cabe preguntarse se realmente é ttil un modelo fraccionario real ou que nova informaciéon pode apor-
tarnos con respecto aos modelos ordinarios.
Todo corpo sometido a un movemento pode modelarse da corda ca segunda lei de Newton, que di que a aceleracion
dun obxecto é proporcional & forza resultante exercida sobre o obxecto.
Analiticamente:
YF = ma,

. ~ ’, 2 2
onde XF = F|, + Fy + - + F,, son as forzas que intervefien sobre o corpo, m ¢ a masa do corpo e a = & = 42 ¢ 5

dt dt?
aceleracion causada pola forza, sendo z(t) a funcion que determina o movemento.
Tratase pois de resolver unha ecuacion diferencial de segunda orde do tipo:

SF =mz".

Na teoria fraccionaria algo tan importante como a segunda Lei de Newton pode ser considerada como un caso
particular da expresion:
YF =mD"f(x),

onde 1,5 < a < 2 pode ser considerado como calquera nimero real.

E interesante observar, que por exemplo, cando o — 2, recupérase o resultado no seu senso clésico.

No senso ordinario a interpretacioén fisica dos operadores de derivacién clasica é clara.

Sen embargo isto non atopa o seu homoélogo no célculo fraccionario:

i Que interpretacion fisica merece unha condicién inicial do tipo lim; o D%3(¢) = ag?.

A saber... .

Cabe recalcar, ademais, que os operadores de derivacion de orde natural tefien un caracter local, é dicir, a existencia
de derivada pode estar suxeita a un punto en cuestion, mentres que os de orde fraccionario tenen un caricter non local,
incorporando ao modelo efectos de memoria e contribucién de moitas escalas espaciais dun xeito natural, 6 estar definidos
mediante integrais.

Debido a gran cantidade de modelos fisicos clasicos, sempre cabe unha interpretacién baseada na teoria fraccionaria,
e ver se cabe, os modelos clasicos coma un caso particular da teoria fraccionaria.

A teoria fraccionaria abre deste modo un amplo abanico de posibilidades, moitas ainda por descubrir, que nos permitira
abordar problema clasicos dende un punto de vista fraccionario.

Descrita esta motivacién, proponemos a continuaciéon exemplos que ilustraran o anteriormente dito, asi como a teoria
desenrolada 6 longo deste traballo:

Exemplo 1: Pretendemos dar solucién 6 seguinte problema de tipo Cauchy para a derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville, que plantamos:

Dey(t) =ay(t), a€R, 0<a<l
im0+ 1% (t) = ¢, c€R.

Aplicamos o operador transformada de Laplace na EDF:

LID%y(t)] = aL[y(t)].
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Como 0 < a < 1 debe ser n = 1, e da transformada de Laplace da derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, temos
que:
LIDYy(t)] = p*Y (p) — D*"'y(0),

e daquela
p*Y (p) = D" 1y(0) = aY (p).

Suponiamos que D 1y(0) existe e que ¢ igual a unha constante, que chamaremos c;.

Enton:
p*Y(p) —c1 = aY(p),
equivalentemente
C1
Y(p) =
() pr—
Consecuentemente

e da taboa de Mittag-Leffler concluese:
y(t) = c1t* ' By o (at®). (6)

Falta determinar a constante c;.
Imponendo a condicién inicial,

lim ¢ %y(t) = ¢; lim '~ *t* 1B, ,(at®),

t—0+ t—0+
é dicir
c=c; lim E,o(at®) =c¢; lim Z (at*)"
o 1t—>04r ne 11&—>04r I(a(k+1))
i 1 n at + atzo‘ n
=¢; lim
oot \D(a) ' T(20) ' T(3a)
~ T(a)’
de onde

¢ = cl'(a).

Por altimo, facer notar que en (6), cando o — 1, recupérase a solucion do problema de Cauchy no seu senso usual:

{y’(t) =ay(t), a€R,

Pois pasando a limites (6):
lim y(t) = lim e1t*" o o (at),
obtemos
y(t) = c1Ey1(at) = e,

e a constante c¢; determinase de novo imponendo a condicién inicial.

Exemplo 2 (Un modelo fraccionario para o péndulo simple):

O péndulo simple é un modelo fisico que consta dunha particula de masa m a cal esta suxeita mediante un cable de
lonxitude L a un punto fixo O, que pode oscilar nun plano fixo vertical polo efecto da forza da gravidade. A posicion da
particula nun instante t especificase mediante o dngulo 6 que o cable forma ca vertical nese momento.

O estudo do péndulo simple constitie un dos problemas clésicos en dindmica elemental.

Pretendemos dar un enfoque dende o punto de vista fraccionario, é dicir, xeneralizaremos a idea clésica de aceleracion
a unha derivada fraccionaria de Caputo de orde comprendido entre 1.5 e 2.

Como é costume nos modelos fisicos, o péndulo simple é un modelo idealizado, é dicir, para a stua andlise esixense
unha serie de hipéteses significativas:

i) O cable polo que esta suxeita a particula carece de masa, é inextensible e sempre permanece rixido.

ii) O movemento ten lugar en duas dimensions, é dicir, a particula traza un arco de circunferencia.
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iii) Suponse que a particula non esta sometida a fricciéon algunha, como puidera ser a do aire.

Ecuacion diferencial ordinaria de segunda orde: Ten como obxectivo describir o movemento da particula en cada
instante ¢, e tera por incognita a funcion 6(t), que determinara en radians o angulo do cable no instante ¢. O movemento
realizase sobre un arco de circunferencia, e as forzas que actian sobre a particula son as seguintes: o seu propio peso
m - g, sendo ¢ a forza da gravidade exercida pola Terra, e a tension T, exercida polo cable. Descomponiendo o peso nas
stas compoifientes normal e tanxencial, vemos que unha destas vese contrarrestada pola forza T que o cable exerce sobre
a particula, é dicir, unha é oposta da outra polo que se anulan mutuamente. Deste xeito, a tunica forza responsable
do movemento serd a componente tanxencial do peso, que teré signo negativo por ir sempre en direccién contraria ao
movemento:

F(t) = —mgsen(0(t)).

S~

h

@---mmmmmmmmmm———am

No modelo clésico, esta forza introdicese segundo a segunda Lei de Newton:
F =ma,

onde a é a aceleracion tanxencial do movemento, é dicir, a derivada segunda da posicion r(t). Como o movemento describe
un arco de circunferencia, a relacién entre o arco recorrido pola masa que colga do cable, a lonxitude L do cable e o
adngulo do mesmo ca vertical ven dado por:

r(t) = LO(t) = a = %r(t) = L%G(t),

que substituindo, obtemos
2

d
—mgsen(0(t)) = mLEG(t)7
equivalentemente
L o)+ 2 sen(6()) = 0
dat? L ’

que é a ecuacion diferencial ordinaria de segunda orde do péndulo simple.

O enfoque fraccionario: Consiste en substituir na segunda lei de Newton a aceleraciéon a, por unha férmula alternativa
maéis xeral, facendo uso da derivada fraccionaria segundo Caputo, para obter:

F(t) =m®D%(t), 15<a<2.
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Razoando analogamente, como r(t) = Li(t), sera
CDYr(t) = LEDY0(t),
logo
—mgsen(6(t)) = mL°D*(t),
que nos leva a unha ecuacién diferencial fraccionaria seguinte:

CDeg(t) + %sen(@(t)) =0, 15<a<? (EDF)

Notar que como 1,5 < «a < 2, debe ser n = 2, e da definicién de derivada fraccionaria segundo Caputo, resulta:
“D*f(z) = I*"*(D*f(x)),

e daquela se a = 2, esta rediicese a
“D*f(z) = D*f(x),

é dicir, recuperamos o modelo do péndulo simple no seu senso clasico.

Solucién da EDF': O factor non lineal sen(f(t)) dificulta a solucion da EDF. Para aliviar esta dificultade fixAmonos no
desenrolo en serie do seno:

°° g2k+1 93 95
_ k _
sen(9) —kz(‘” o TEm e
=0

que para valores pequenos de 6 ten cabida a aproximacion:
sen(f) =~ 0,

que ven a significar que consideramos oscilaciéons do péndulo de pequena amplitude.
Deste xeito reducimos o problema & ecuaciéon diferencial fraccionaria seguinte:

CDg(t) + %Q(t) =0, 15<a<2

suxeita as condiciéns iniciais seguintes: o d&ngulo de partida 6 e a velocidade angular inicial vg,

0(0) = 0o,
6'(0) = vy,

é dicir, estamos ante un problema de tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Caputo, que resolvemos aplicando o
método da transformada de Laplace.
Entoén, aplicamos o operador de Laplace a ambos lados:

LICDO(t)] + %E[G(t)] —0,

é dicir,
P*O(p) — p*10(0) — p*0'(0) + 7O(1) = 0, O(1) = L()],

que substituindo as condiciéns iniciais e despexando:

V-
g g

Por altimo, aplicando o operador inverso de Laplace a ambos lados obtemos 6(t), soluciéon da EDF:

0(t) = 0B, (—%t") + 0t B 2 (—%t"‘) .

E comun suponier que a particula suxeita o cable parte do repouso, é dicir, vg = 0, e asi a solucién da EDF reducese

0(t) = 0o Fa (—%t“) .
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Notar que cando a = 2, tendo presente o desenrolo en serio do coseno, resulta:

_QtQ)k

Fiz,1 (*%ﬂ) =2 1“((22 +1)

Il

o

@}

o3}
RS

e

~

N———

E dicir, obtemos a solucién da ecuaciéon diferencial ordinaria lineal de orde dous j%&(t) + 46(t) = 0, cas condicion

L
iniciais indicadas:
g
0(t) =0 =t .
(t) = 6 cos <1 / T )

Para a realizacion deste exemplo usouse a referencia [3] da bibliografia.

Exemplo 3 (Ecuacién de Bagley-Torvik): Neste tltimo exemplo imos tratar de describir o movemento dunha
placa somerxida nun fluido newtoniano a través dunha ecuacién diferencial fraccionaria. Isto foi orixinariamente formu-
lado por R.L. Bagley e P.J. Torvik e para a descricion do mesmo baseamonos no libro de Podlubny, que ven sendo [6] da
bibliografia.

Primeiramente imos ver que a tension de cizallamento ou cortante, (aquela que fixado un plano actia tanxente 6
mesmo), en cada punto do fluido pode ser relacionada dun xeito natural en termos dunha derivada fraccionaria.

A ecuacién que describe o movemento do fluido ven descrita por:

o on
Por ~Faz2

sendo p a densidade do fluido, p a viscosidade e v(t, z) é a velocidade transversal, que é & vez funcion do tempo ¢ e a
distancia z do fluido & fronteira da placa.
Supofiemos tamén que o fluido esté en estado de equilibrio 6 comezo, isto é:
v(0,2) =0, —oc0<z<0
e que a influencia do movemento da placa esvaécese cando z — oo :
v(t,—o0) =0, 0<t<o0.
A velocidade do fluido en z = 0 é igual a velocidade da placa:

v(t,0) = vp(t).

Graficamente:

vp(t)

Placa

fluido
newtoniano

z2<0




60 CAPITULO 2. INTEGRAL E DERIVADA FRACCIONARIA.

En termos da transformada de Laplace, obtemos o seguinte problema de contorno:

psV (s, z) ud ‘2;’ 2)
V(s,0) = Vp(s),
V(s,—o0) =0,

onde s denota o parametro da transformada de Laplace, V,(s) = L[v,(t)] e V (s, z) = L[v(t, 2)].

E doado comprobar que
V(s, z) = V,(s)exp (z« / f) .

é solucion do anterior problema de contorno.
Derivando a anterior ecuacién con respecto a z, resulta:

Conecendo a velocidade v(t, z) no fluido, é posible obter a tension de cizallamento, o (¢, z), dada por:

ott,2) = 282 )

e que en termos da transformada de Laplace adopta a forma:

N dV (s, z
55,2 = 10D — v (s, 2) ©
onde 6(s,z) = L[o(t, 2)].
Notar que o lado dereito da igualdade (8) coincide ca transformada de Laplace da derivada fraccionaria segundo
Caputo seguinte:

LI/up CDY2u(t, 2)] = /upsV (s, z),
é dicir
6(s,2) = L[\/mp € DV?u(t, 2)].
Finalmente, aplicando o operador inverso de Laplace, podemos escribir a tensién cortante ou de cizallamento en
termos dunha derivada de orde fraccionaria:

o(t,z) = \/up C DY?u(t, 2), (9)

que era o que pretendiamos ver.

Podlubny en [6] advirte que a relacion (9) non é a constitutiva para un fluido newtoniano, a relacion constitutiva é a
dada por (7).

Sen embargo, a ecuacion (9) describe a relacion entre a tension e a velocidade para unha xeometria particular
considerada (un fluido de dominio semi-infinito) e a carga (velocidade na fronteira da superficie).

Este exemplo aborda como vemos un sistema fisico real no que a derivada de orde fraccionario aparece dun xeito
natural, e polo tanto, pon de manifesto que existen modelos fisicos os cales poden ser modelados mediante a teoria
fraccionaria.

A interpretacion fisica de (9) radica no feito de que a tensién ou estres nun punto dado en calquera momento depende
da velocidade tanxencial do fluido nese punto.

Descritos estes conceptos, tratamos agora de deducir a ecuaciéon de Bagley-Torvik.

Para ilo consideremos unha placa metélica rixida de masa m e area S somerxida nun fluido newtoniano a cal esta
suxeito polo seu extremo superior por un resorte con constante de rixidez K que a sta vez esta suxeito a un punto fixo.
Tal placa esta sometida a unha forza f(t) no estremo oposto & suxeicion do resorte.

Como é costume nos modelos fisicos tratase dun modelo ideal, é dicir, o resorte non interfire no fluido e a area da placa
é o suficientemente grande como para producir no fluido adxacente & placa 4 velocidade e a tensién ou estres resultante
dados pola relacion (9). Ademais, supofnieremos que o sistema inicialmente esta en equilibrio, é dicir, consideraremos
condiciéns iniciais homoxéneas.
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Graficamente:

K
m,S
z
i)
Fluido
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Entrando en cuestion, calquera corpo sometido a un movemento pode modelarse facendo uso da segunda lei de
Newton. Asi, sumando as forzas que intervenen no movemento da placa, nas que aparte da forza f (t) son protagonistas
o principio de Arquimedes e a lei de Hooke, resulta que o desprazamento y da placa ven descrito pola ecuacién:

my"(t) = f(t) — Ky(t) — 250(¢,0). (10)
Substituindo na anterior expresion a tension cortante pola relacion dada en (9) e tendo en conta que:
Up<t’ 0) = y/(t)a

(10) realmente é: R
Ay’ (t)+ BODY?y (t) + Cy(t) = f(t), t>0.

E un sinxelo exercicio ver que € D'/2y/(t) = ©D3/?y(t), e asi a ecuacion anterior adopta a forma:
Ay"(t) + BED*y(t) + Cy(t) = f(1), >0

suxeita as condiciéns iniciais:

onde A = m, B = 25,/up, C = K, ©D3/? ¢ a derivada fraccionaria segundo Caputo de orde o = %, e [, pson a
viscosidade e densidade do fluido, respectivamente.

Esta ecuacion fai uso da derivada fraccionaria de Caputo de orde o = % para describir o movemento dun sistema
fisico real, unha placa de masa m somerxida nun fluido newtoniano (fluido viscoso).

O movemento dunha placa rixida de masa m e area S, a cal esti suxeita a un resorte con constante de rixidez K,
somerxida nun fluido newtoniano, como dixemos, foi orixinalmente proposta por Bagley-Torvik.



62

CAPITULO 2. INTEGRAL E DERIVADA FRACCIONARIA.



Capitulo 3

Aspectos relevantes do calculo fraccionario.

3.1. Relacién ca distribucién dos ntimeros primos.

Nesta seccion trataremos de pofier de manifesto a relaciéon entre o calculo fraccionario, a funciéon zeta de Riemann e
os nimeros primos, e polo tanto ca Hipoteses de Riemann.

Para a descricion principal, relativa 6 modelo de difusion fraccionario, basedmonos en [9] da memoria bibliogréfica.

Na teoria de nimeros o método de Riemann, baseado na teoria da funcién zeta, e a teoria dos nimeros primos son
dous métodos clasicos que gardan relacién co comportamento asintético da distribucién dos ntiimeros primos.

O teorema dos nimeros primos foi conxecturado por Gauss e Legendre a finais do século XVIII, pero non foi ata 1896
cando Hadamard e De la Vallée-Poussin ofreceron, de forma independente, a primeira demostracion.

Este teorema, concretamente afirma que:

lim g

z—o0 2/ Inx

onde 7(z) é a cantidade de ntimeros primos que non exceden z, isto é:

m(x) = Z 1.

p<z

Na actualidade conécense demostraciéns mais cortas e tamén mais elementais ca de Hadamard e De la Vallée-
Pousin. Poderiamos destacar a ofrecida por Paul Erdds e Atle Selberg en 1949, os que prescindiron da teoria de funcions
complexas e das propiedades da funcion zeta de Riemann, (vital nas demostracions anteriores), empregaron argumentos
dunha natureza elemental.

Nesta seccién amosaremos como unha ecuacion diferencial fraccionaria pretende describir o comportamento da dis-
tribucién dos nimeros primos.

Neste artigo, unha ecuacion diferencial fraccionaria, chamada de sub-difusién, é proposta para describir a distribu-
cién dos ntimeros primos, e comparan os resultados obtidos cos dous anteriormente mencionados, o de Riemann e a teoria
dos nimeros primos. Para comprobar a efectividade do modelo empregan o conecido método da entropia de Shannon.

Motivacién: Os nimeros primos tefien moitos comportamentos e propiedades interesantes, e os problemas relacio-
nados cos mesmos atraeron a curiosidade de moitos.

Poderiamos citar a conxectura de Goldbach:

Todo nimero par maior ca dous pode expresarse como suma de dous primos.

Tal conxectura foi considerada por Hardy o problema mais importante do século XX.

Tamén mencién aparte merece a propia Hipoteses de Riemann. Esta hipoteses é equivalente 4 afirmacion de
que os nimeros primos distribiiense asintoticamente tan “armoniosamente” como sexa posible, mais precisamente, se a
Hipoteses de Riemann é certa, o termo do erro do teorema dos niimeros primos dado na seguinte forma equivalente:

7(@) = gy (1 oD).

onde o(1) — 0 cando & — oo, é o mellor posible.
En palabras de Michel L. Lapidus, no seu libro “In search of the Riemann zeros,” poderia dicirse que o resultado mais
belo e util obtido por Riemann é a chamada “férmula explicita™

m(z) = Li(z) + O(z2*°), cando z — oo,

63
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para cada 6 > 0 e onde Li(z) = lim,_,g+ ( 0176 wpdt+ [, ﬁdt) .

A anterior ecuacion expresa unha relacién profunda entre os niimeros primos e os ceros non triviais da funcién zeta.

Na opinién de Michel L. Lapidus, a importancia da Hipoteses de Riemann non radica unicamente na incrible
multiplicidade das stas formas equivalentes , sen6n tamén no mensaxe criptico que leva consigo: un acerca da xeometria
dunha paisaze ata o de agora inaccesibles para nds, a paisave subzacente aos nimeros primos, e polo tanto os niumeros
enteiros. Unha vez atopemos a pistas necesarias para descifrar tal mensaxe, deberiamos ser capaces de descubrir e unificar
grandes dreas das matemdticas, a mentira na confluencia da aritmética e a reometria.

A frecuencia de apariciéon dos nimeros primos entre os nimeros naturais segue a ser un misterio. Por exemplo, as
sucesions {2n : n € N} e {2n — 1 : n € N} describen a distribucion dos ntmeros pares e impares, respectivamente. Isto
non ten analoxia algunha ca distribucién dos nimeros primos, é dicir, non é posible formular unha sucesion que describa
a sta distribucion dunha forma tan precisa.

Facendo uso da funcién de contar nimeros primos, 7(z), podemos observar que nos 10 primeiros nimeros naturais hai
4 naimeros primos, nos 100 primeiros naturais hai 25, e en xeral, a sta distribucién empirica segue un “lei de potencia”,
aparentemente non suxeita a ningunha regra natural. A distancia entre dous niimeros primos proximos tamén aumenta
conforme o nimero natural aumenta. Historicamente, foi un tema candente o tratar de describir unha lei de distribucion
dos nameros primos. Dende entén varios foron os modelos propostos, sendo a teoria dos nimeros primos e o método
de Riemann os mais cofiecidos. A teoria dos nimeros primos é unha descricion simple, pero non precisa, mentres que o
método de Riemann é moito mais sofisticado e preciso. Ambolos dous manexan a distribucién dos niimeros primos coma
un problema de matematica pura e carecen dunha clara interpretacion fisica e, en particular, non estan involucrados ca
ecuacion da fisica matematica.

O decaemento da lei de potencia, especialmente observado na distribucién de niimeros primos, é tamén un fenémeno
universal nos sistemas dinamicos, na quimica, na mecénica e fisica, entre outros, e coiecese como difusién anémala. A
difusiéon anémala dividese xeralmente en duas categorias: sub-difusion e super-difusion, que existen en moi diversos
campos: hidroloxia, bioloxia, materiais brandos viscoelasticos, turbulencia e vibracién, por mencionar algins. Nas tltimas
décadas, as ecuacions diferenciais fraccionarias atoparon a sta razon de ser 6 describir de forma precisa en concisa certos
fenémenos fisicos, sendo un deles a difusién anémala nun sistema complexo.

A ecuacién diferencial fraccionaria de sub-difusion: Neste contexto, no estudo dos nimeros primos, a sua
distribucion é considerada como un paseo aleatorio nun sistema dinamico dun proceso de sub-difusion, méais precisamente,
a sua formalizaciéon matematica segue unha distribucién resultante de facer varios pasos aleatorios. Obviamente isto esta
en concordancia ca distribucién dos niimeros primos, onde o seguinte niimero primo non depende da posicién do anterior.

Un proceso de difusion dise de sub-difusién cando a varianza, (x?), dos incrementos do desprazamento seguen unha
lei de potencias da forma:

()", 0<a<l.

Este modelo de sub-difusion, a diferenza dos anteriores, ten unha interpretacion fisica clara, e inclte dous parametro,
o coeficiente de difusiéon A e o indice arbitrario «, que representan o mesmo parametro fisico como un indice estadistico
na lei de potencias da varianza do desprazamento mencionado con anterioridade.

Na distribucién dos nimeros primos preséntase a densidade da descomposicion dos mesmo a medida que o namero
natural considerado é maior e o seu comportamento asemella a un proceso de difusién, no senso fisico.

En [9] da referencia bibliografica consideran a distribucién dos ntmeros primos como un proceso de difusion, e
proponien a ecuacién diferencial fraccionaria de sub-difusiéon como posible descricién do seu comportamento:

dOé

#—FAJ"(T):O, 0<a<l, (1)
onde f(r) representa a densidade dos nimeros primos que non exceden certo nimero natural N, r = [log(N )]% e %
¢ a derivada no senso de Caputo seguinte:

d®u(r) 1 </ (r)
= d 0 1.
dre F(l—a)/o (7“—T°“T7 sas
A solucién analitica de (1) ven dada por:
f(r) = Eq(—Ar®), (2)

Q=

onde r = [log(N)]=~ e E, é a funcién de Mittag-Leffler, xa conecida, dada por:

Eo(r) = kZ:O Tlak+1)
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A partir de (2), é posible obter a funcion de distribucién acumulada da funcién Mittag-Leffler, cuxa expresion adopta

a forma:
F(r)=1—E,(—Ar®).

As funcions de densidade e distribucion acumulada da probabilidade da funciéon de Mittag-Leffler son, respectivamente:

fr) = sen(ma) /0°° z%exp (=£2) i,

om 22 + 1 4+ 22% cos(ma)

F(r) = 1 sen(ma) [ z* Lexp (_?m)
(r) = /0 2% + 1+ 22% cos(ma)

Nestas expresions anteriores, pode observarse que o indice fraccionario o € (0,1] relativa & derivada fraccionaria
é tamén o indice de estabilidade da distribucién da funcién de Mittag-Leffler, e o coeficiente de difusion proposto na
ecuacion diferencial fraccionaria correspondese co coeficiente o € (0, 00).

A cola da distribucién da funcién de Mittag-Leffler é dada pola funcion:

“exp (55)
22 + 1 + 2z cos(mav)

(0%

sen(ma) x

T(r)y=1-F(r) = /000

™

dz.

Considerando a distribucién dos nimeros primos como un sistema aleatorio, en [9] propoflien usar a entropia para
medir a incerteza da distribucién dos nimeros primos, concretamente a entropia de Shannon dunha variable aleatoria

discreta, que é a definida como:
n

H(X) == P(X;)log, P(X,),
i=1
onde P é a probabilidade de X;, n é a lonxitude da mostra considerada e b fai mencién 4 base do logaritmo.
Na seccion de resultados amosan como o modelo de difusion fraccionario garda concordancia ca distribucion orixinal
dos nameros primos. A impresion visual realizana a través da seguinte grafica:
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Na seguinte tdboa faise unha avaliacién dos tres modelos facendo uso da entropia de Shannon:

Modelo Teoria de Numeros | Método de Riemann | Modelo de Difusion fraccionaria | Orixinal

Entropia 3.4853 3.6074 3.5867 3.6135
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3.2. Ecuacidons reaccion-difusion da fisica-matematica.

As ecuacions diferenciais fraccionarias son xeneralizacions das ecuaciéns diferenciais ordinarias a unha orde non
enteira arbitraria. Estas, as EDF “s, espertaron un gran interese debido a sda facilidade para modelar fenémenos fisicos
complexos, como vimos na ecuacién de Bagley-Torvik por exemplo. En xeral estas ecuaciéns recollen efectos non locais
incorporando & modelaxe efectos de memoria e contribucién de moitas escalas espaciais dun xeito natural.

Algunhas ecuacions diferenciais fraccionarias aplicironse con éxito na descricion de certos problemas de enxefieria e
fisica. Na seccion anterior puidemos ser testemunias deste feito no caso particular da ecuacions diferencial fraccionaria de
sub-difusién, a través da cal, pretendiase conseguir unha descricién acerca da distribucién asintética dos niimeros primos,
mellorando os resultados da teoria de ntimeros clasica.

En [10] destacan a importancia que adquiriron nos ultimos anos as ecuacion diferenciais de tempo, espazo, tempo-
espazo e de reaccion-difusion.

Moitas das soluciéns analiticas destas ecuacions foron publicadas na literatura matematica. A importancia das mes-
mas, radica en que ofrecen unha descricién e comprension de fendomenos de dispersion, como por exemplo un fenémeno
contaminante, permitindo que poidan examinarse dun xeito mais sinxelo a concentraciéon de contaminantes. Ademais, os
modelos fraccionarios facilitan o estudo do comportamento asintético das solucions, que en xeral, son dificiles de obter a
través de calculos numéricos.

Concretamente en [10] publican as soluciéns analiticas de tempo-espazo de ecuaciéns diferenciais fraccionarias de
reaccion-difusion muti-termo, (MT-TS-FRDEs), definidas sobre un dominio infinito.

Os autores destacan que a importancia dos resultados amosados radica no feito de que numerosos resultados en reac-
cion e difusion fraccionaria, problemas de onda fraccionaria, e outros, pdédense derivar como casos especiais dos resultados
obtidos no artigo.

A ecuacidn diferencial fraccionaria de reacciéon-difusién multi-termo: Adopta a seguinte forma:
P(D})u(z,t) = v _oDJu(z,t) + Eulx,t) + f(z,t), (3)

definida sobre un dominio infinito, x € R, ¢ > 0. Aqui, x e t son as variable espaciais e temporais, respectivamente, f é
unha funcién non lineal e v? é o coeficiente de difusion.
Suponse tamén que:
lim w(z,t) =0.

|z|— 00

O operador P(Djf)u(z,t) definese como:

P
P(D})u(zx,t) = (D;l + Zain”> u(z,t), 0<aq,<-<a1<a<2,

i=1

sendo Dy a derivada fraccionaria de Caputo de orde «;, con respecto a t, definida no seguinte xeito:

1 t
)/(t—T)m_ai_lf(m)(T)dT, m—1<o; <m, meN,
0

D f(t) = Tim —ar)

€ _oo D) denota o operador fraccionario de Weyl de orde v con respecto a z definido como segue:

n xT
—eoD] f(z) = m;in /_Oo(x — )" (), n—1<a;<n, neN.

Para obter a solucion analitica deste tipo de ecuaciéns usan técnicas similares aos descritos neste traballo, mediante
a aplicaciéon de transformada integrais, ca salvidade que ademais do método de Laplace, en [10], tamén introducen a
transformada de Fourier, que aplicada conxuntamente ca anterior permite conseguir o obxectivo: a solucién analitica.

Moitas das cuestion técnicas, (lemas, definicions e demais), foron tamén xa incluidas 6 longo deste traballo, polo que
se alguén consulta a referencia indicada notara que estara familiarizado con tales resultados, (ainda que advirtese que os
recursos de empregados en [10] superan con creces a ferramenta empregada neste TFM).

Deste modo obtenen a solucién analitica distinguindo entre os seguintes casos:

1)0<as; < -<al<a<l

2)I<a, < <al<a<2

N0<a, < <ap—1<1<ap, < <o <a<2.

No primeiro dos casos, en 1), o problema a estudar reducese a:

P(DY)u(x,t) = (Dff + 325y ai D) u(z, t),
u(z,0) = ¢(x)
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e obtefien, usando as técnicas de transformadas descritas, a seguinte soluciéon analitica:

L[ [ = (D™
u(x,t):% e > — > (m; k1, ka, ..., kyp)

m=0 : ki+ko+-+kp=m

bekl k%a a1)m+qE( m) (—a t*=o)

a—ai,q+1
=2

(oo} m .
+ z_:o (_ﬂi? > (m;ky, ko, ) [ 0 0l

R i=2

a—ai,a—ap+q+1

« Za" a—ar)mta—an+q (m) (- alto‘o‘l)> O (w)dw

o0

+ i > efi‘*’t Z (71)m Z (m, kl, kQ, ...,kp)

2w m)!
m=0 ki+kot-+kp=m

p t

Hblma;w/o T((X ar)mta+q— 1‘E£Lm)a1 a+q( alT“_O‘l)
i=2

X F(w,t — 7)dr) dw,

onde E( denota a derivada m—ésima da funcion de Mittag-Leffler de dous parametros e ¢ = kjag + % =2 k(a1 — o).

Observar que as funciéns de Mittag-Leffler aparecen como protagonistas na devandita solucion, permltlndo un
forma elegante e compacta da mesma.

En [10], tamén obtefien as respectivas solucions analiticas dos casos 2) e 3), e exponen exemplos concretos de aplicacion
directa en cada un dos tres casos.

Neste ultimo capitulo o noso obxectivo era simplemente recalcar un par de aplicaciéons que puxeran de manifesto a
importancia e necesidade do calculo fraccionario. Cremos que en ambos casos isto conséguese con creces. No primeiro
deles fomos testemunias de como a partir dunha ecuacién fraccionaria obtivéronse resultados relativos a distribucion dos
nimeros primos que melloran incluso a teoria de niimeros clésica.

No segundo, nos tempos que corren, o efecto invernadoiro é hoxe en dia unha preocupaciéon a nivel mundial. A modelaxe
de determinados fenémenos contaminantes mediante modelos fraccionarios permite facer un estudo méis sinxelo e preciso
sobre a concentracién de contaminantes, caso particular dos fenémenos de dispersién.
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